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第 3 版 序 


本 书 是 工学 硕士 研究 生 数 值 分 析 课 的 基本 教材 ,是 作者 继 1992 年 
出 版 的 第 1 版 和 2000 年 出 版 的 修订 版 之 后 编著 的 数值 分 析 第 3 版 。 
2000 年 出 版 的 《数值 分 析 ( 修 订 版 )》 经 过 多 所 院 校 六 年 的 教学 实践 ,证 
明 该 书 确实 贯彻 了 重 概念 、 重 方法 、 重 应 用 、 重 能 力 培养 的 原则 ,其 内 容 
的 深度 和 广度 确实 符合 工学 硕士 研究 生 的 培养 要 求 ,得 到 了 广大 使 用 
者 的 欢迎 和 肯定 。 

本 书 与 修订 版 相 比 ,主要 是 在 教学 法 上 做 了 较 大 的 改进 ,体现 了 人 几 
年 来 使 用 修订 版 的 一 些 成 功 的 教学 经 验 ; 习 题 也 做 了 相应 的 调整 ,并 在 
书 的 最 后 增加 了 全 书 习题 的 答案 与 提示 ;此 外 ,还 改正 了 修订 版 中 的 跤 
漏 之 处 ,使 全 书 的 叙述 更 加 严谨 。 


作 者 
2006. 4 


本 书 是 为 工学 硕士 研究 生 数值 分 析 课 而 编写 的 学 位 课 教 材 ,是 在 作者 1992 年 
编写 的 (数值 分 析 》( 北 京 航空 航天 大 学 出 版 社 ,1992. 7) 的 基础 上 修订 而 成 的 。 它 
仍然 遵循 重 概念 、 重 方法 、 重 应 用 、 重 能 力 培养 的 原则 ,并 针对 工学 硕士 研究 生 的 
培养 要 求 ,使 学 生 掌握 一 定 的 理论 深度 。 

与 第 1 版 相 比 ,本 书 在 内 容 的 深度 和 广度 上 均 做 了 较 大 的 调整 。 一 方面 尽量 
简化 在 本 科 计算 方法 课 中 已 有 的 内 容 , 减 少 重复 ; 另 一 方面 新 增加 了 一 些 目前 在 
科学 技术 中 需要 使 用 的 数值 方法 及 其 有 关 理 论 , 使 其 更 适应 当前 工学 硕士 研究 生 
的 培养 需求 。 

只 须 具备 工科 本 科 高 等 数学 和 线性 代数 的 知识 ,就 能 学 习 本 书 的 内 容 。 如 果 
还 掌握 了 一 种 计算 机 程序 设计 语言 ,并 能 上 机 计算 实习 , 则 对 本 书 的 内 容 会 有 更 
深刻 的 体会 。 讲 授 本 书 的 全 部 内 容 大 约 需要 70 学 时 。 学 时 数 少 于 70 的 ,可 对 各 
章 内 容 选 择 讲授 。 本 书 每 章 都 附 有 习题 ,使 用 它 作 教 材 的 研究 生 都 应 以 这 些 习 题 
作为 基本 练习 。 

本 书 出 版 前 ,由 清华 大 学 数学 科学 系 关 治 教授 审阅 了 全 部 书稿 ,并 提出 了 重 
要 的 修改 意见 ,对 此 深 表 感谢 。 
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常 微分 方程 组 初 值 问 题 的 数值 解法 ee 


椭圆 型 方程 第 一 边 值 问题 ese. 
1.1 差分 方程 的 建立 ee 
1.2 边界 条 件 的 使 用 RN 
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双 曲 型 方程 的 特征 -差分 解法 ee ee. 


.3.3 二 阶 双 曲 型 方程 pe 


1.1 数值 分 析 的 研究 对 象 


现代 科学 技术 问题 的 研究 方法 可 分 为 三 种 :理论 推导 、 科 学 实验 和 科学 计算 。 这 三 种 方法 
相辅相成 ,又 相互 独立 且 缺 一 不 可 科学 计算 就 是 通过 建立 数学 术 表 把 科学 技 信 问题 转化 
数学 问题 ,然后 对 数学 问题 进行 离散 化 ,将 其 转化 为 数值 问题 ,最 后 使 用 数值 计算 方法 计算 出 
数值 问题 的 解 , 并 把 所 得 的 解 作为 原 科 学 技术 问题 的 解 。 随 着 电子 计算 机 的 性 能 不 断 提高 , 科 
学 计算 在 解决 现代 科学 技术 问题 中 所 起 的 作用 越 来 越 大 ,并 已 渗透 到 科学 技术 的 各 个 领域 。 
科学 计算 的 基础 -一 计算 数学 这 个 数学 分 支 也 随 之 发 展 壮大 。 数 值 分 析 是 计算 数学 中 最 基本 
的 内 容 。 它 研究 如 何 用 数值 计算 方法 求解 各 种 基本 数学 问题 以 及 在 求解 过 程 中 出 现 的 收敛 
性 数值 稳定 性 和 误差 估计 等 问题 。 数 值 分 析 所 阐明 的 各 种 数值 计算 方法 是 从 事 科 学 计算 的 
最 基本 工具 。 


1.2 误差 知识 与 算法 知识 


1.2.1 误差 的 来 源 与 分 类 


在 工程 技术 的 计算 中 ,估计 计算 结果 的 精确 度 是 十 分 重要 的 工作 ,而 影响 精确 度 的 是 各 种 
各 样 的 误差 。 误差 按照 它们 的 来 源 可 分 为 以 下 由 种 。 


1， 模型 误差 


反映 实际 问题 有 关 量 之 间 关 系 的 计算 公式 , 即 数 学 模型 ,通常 只 是 近似 的 。 由 此 产生 的 数 
学 模型 的 解 与 实际 问题 的 解 之 间 的 误差 称 为 模型 误差 。 


2. 观测 误差 


数学 模型 中 包含 的 某 些 参数 (如 时 间 、 长 度 , 电 压 等 ) 往 往 通 过 观测 而 获得 。 由 观测 得 到 的 
数据 与 实际 的 数据 之 间 是 有 误差 的 。 这 种 误差 称 为 观测 误差 。 


3. 截断 误差 


求解 数学 模型 所 用 的 数值 计算 方法 如 果 是 一 种 近似 的 方法 ,那么 只 能 得 到 数学 模型 的 近 
似 解 ,由 此 产生 的 误差 称 为 截断 误差 或 方法 误差 。 例 如 ,由 Taylor( 泰 勒 ) 公 式 , 函 数 /(x) 可 表 
不 为 


fn) = fT) 


0 7 广 ”(@z) nl 


f°™ (0) 
Tt nF)1™ 


0 0<1 


2 数值 分 析 


为 了 简化 计算 , 当 |zj 不 大 时 ,去 掉 上 式 右 端的 最 后 一 项 ,得 近似 公式 


(n) 
OE = Fo A : 十 … + 人 $0 x” 


此 近似 公式 的 误差 就 是 截断 误差 。 
4. 舍 入 误差 


由 于 计算 机 的 字 长 有 限 , 参 加 运算 的 数据 及 其 运算 结果 在 计算 机 上 存放 会 产生 误差 。 这 
种 误差 称 为 伟人 误差 或 计算 误差 。 例 如 ,在 十 位 十 进 制 的 限制 下 ,会 出 现 
1 一 3 一 0.333 333 333 3 
(1.000 002) 一 1.000 004 一 0 
两 个 结果 都 不 是 准确 的 ,后 者 的 准确 结果 应 是 4X10- 。 这 里 所 产生 的 误差 就 是 售 人 误差 。 
在 数值 分 析 中 ,主要 研究 截断 误差 和 舍 人 误差 对 计算 结果 的 影响 ,而 一 般 不 考虑 模型 误差 
和 观测 误差 。 


1.2.2 绝对 误差 .相对 误差 与 有 效 数 字 
设 a 是 准确 值 z 的 一 个 近似 值 , 记 


称 e 为 近似 值 a 的 绝对 误差 ,简称 误差 。 如 果 |e| 的 一 个 上 界 已 知 , 记 为 e, 即 
le|<e 
则 称 s 为 近似 值 a 的 绝对 误差 限 或 绝对 误差 界 ,简称 误差 限 或 误差 界 。 
准确 值 x、 近似值 a 和 误差 限 e 三 者 的 关系 就 是 
4 一 上 过 工 所 Q 十 E 


或 记 为 
立 一 十 有 
例如 ,a 二 3.14 作为 圆周 率 x 的 一 个 近似 值 , 它 的 绝对 误差 是 
e=7—3.14 
易 知 ， 
| 2 |< 0.002 
所 以 ,a 二 3.14 作为 * 的 近似 值 , 它 的 一 个 误差 限 为 
é = 0. 002 
用 绝对 误差 来 刻画 近似 值 的 精确 程度 是 有 局 限 性 的 ,因为 它 没有 反映 出 其 本 身 在 原 数 中 
所 占 的 比例 。 
记 
,eT-a 
x ya 


称 e. 为 近似 值 a 的 相对 误差 。 由 于 x 未 知 ,实际 上 总 把 太 作 为 a 的 相对 误差 ,并 且 也 记 为 


i 
ad 


相对 误差 -- 般 用 百分比 表示 。 
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le.| 的 上 界 , 即 
EE 
ial 


称 为 近似 值 a 的 相对 误差 限 或 相对 误差 界 。 显 然 有 
| e. | 委 e' 
例 1 用 最 小 刻度 为 毫米 的 卡尺 测量 直 杆 甲 和 直 杆 乙 ,分别 读 出 长 度 4 二 312 mm 和 6= 
24 mm, 问 :el(a) ,el(b),e,(a),e,(5) 各 是 多 少 ? 两 直 杆 实际 长 度 x 和 >y 在 什么 范围 内 ? 


E 


解 s(a) 一 EC) 一 0.5 mm 
_ ea) _ 0.5 、 
é.(a) = [a = 1 0 16 红 
CO 0.5 


311.5 mm< 和 所 312.5 mm 
23.5 mm 和 yy 所 24.5 mm 
例 2 设 a 一 一 2.18 和 8 一 2.120 0 是 分 别 由 准确 值 zx 和 > 经 过 四 舍 五 入 而 得 到 的 近似 值 ， 
问 ;e(a),e(0) ,si Ca)ys: CO) 各 是 和 多少? 


解 e(a) 一 0.005， 8s(0) 一 0.000 05 
0.005 
e.(a) = 2 18 一 0O, 23% 
0. 000 05 
e,(b) = 2 200 ~ 0. 002 455 
凡是 由 准确 值 经 过 四 舍 五 人 而 得 到 的 近似 值 , 其 绝对 误差 限 等 于 该 近似 值 未 位 的 半 个 
单位 。 


定义 ” 设 数 a 是 数 z 的 近似 值 。 如 果 a 的 绝对 误差 限 是 它 的 某 一 位 的 半 个 单位 ,并 且 从 
该 位 到 它 的 第 一 位 非 零 数字 共有 位, 则 称 用 a 近似 x 时 具有 nn 位 有 效 数字 。 
非 零 小 数 4a 总 可 以 写成 如 下 的 形式 
a 一 十 0.aiaz ak X 10” 
其 中 m 是 整数 ,a;(i 二 1,2,…,k) 是 0 到 9 中 的 一 个 数字 ,al 隆 0。 如 果 a 作为 数 z 的 近似 值 ， 
且 


sla) 一 3 X10™”",， nn 三 上 


则 由 定义 知 ,a 有 za 位 有 效 数字 al ,as、… ,a,。 

从 有 效 数字 的 定义 可 知 , 由 准确 值 经 过 四 舍 五 人 得 到 的 近似 值 ,从 它 的 末 位 数字 到 第 一 位 
非 零 数字 都 是 有 效 数 字 。 同 一 个 准确 值 的 不 同 近 似 值 ,有 效 数字 越 多 ,其 绝对 误差 和 相对 误差 
都 越 小 。 有 了 有 效 数字 概念 之 后 ,下面 2. 140 012 的 两 个 近似 值 2. 14 和 2. 140 0 的 写法 是 有 
区 别 的 。 前 者 有 三 位 有 效 数字 ,后 者 有 五 位 有 效 数字 。 

准确 值 的 有 效 数字 可 看 做 有 无 限 多 位 。 

例 3 下 列 近似 值 的 绝对 误差 限 都 是 0. 005， 

a= 1.38, 5=—0.03]1] 2, c= 0,86x107: 

问 :各 个 近似 值 有 几 位 有 效 数 字 ? 


4 数值 分 析 
解 a 有 三 位 有 效 数字 1,3.8。 忆 有 -位 有 效 数 字 3。c 没有 有 效 数 字 。 


1.2.3 函数 求 值 的 误差 估计 


设 x= f(x) 存 在 足够 高 阶 的 导数 ,a 是 自 变量 x 的 近似 值 , 则 “= Ac) 是 函数 值 = f(x) 
的 近似 值 。 如 果 f(a) 关 0 且 比 值 | 挛 (a) 17 f(a) 1 不 很 大 , 则 由 Taylor 公式 可 得 = f(a) 的 
误差 佑 计 为 

el(u) = Fr 一 ao) > rar 一 oa) = f(a)e(a) 

因 leCw Io) f (a)||e(a)|SR|f (a)lela) 
故 e(u)} | Fe) | ela) 

如 果 f(D) 二 了 (OO) 二 司 二 Ja) 一 0, 了 17* (Ga) 关 0. 且 比值 | PC) Ca) 不 很 
大 . 则 4 二 f(a) 的 误差 估计 为 

Ca) 


eu) 1 i [el(a) 


I CR) | 
E(u) 2 [了 2 |e(a) | 


设 nn 元 曙 数 w= f(x ,ToT ) 充分 可 微 ,a 是 >， 的 近似 得. 其 中 i 二 ] 了 ,2 ,7 刚 u 一 
fa “dd .aq,) 是 田 数值 u= f(x + …,T,) 的 近似 值 。 由 多 元 哨 数 Taylor 公式 可 得 u 的 误 
差 估计 为 
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e(1u) a > Of Ca "人 ao ) 


1 1 qi 


如 | 


~ jf (a * Ct ss 0, ) 
WD e (a,) (1.1) 


of tro na" od,, ! = 2 _ 
六 42 | 全 为 零 或 全 都 很 小 , 则 要 使 用 Taylor 公式 中 的 高 阶 项 ， 
由 式 (1. 1) 可 推出 四 则 运算 结果 的 误差 生计 。 设 a 和 4 分 别 是 准确 值 x 和 yy 的 近似 值 , 则 
4 十 0 一 0.a0au7p0C0 关 0) 分 别 是 rz+yz- 一 vvzvzy 的 近似 值 。 根 据 式 (1.1) .可 得 
eta+b) 一 so) 十 ED) 
el(ab) | a (eb) -+b| ela) 


如 来 


a |a| eb) +Iv| ela) 
e (4 )= pb |- ?0 
[0 | 
él(a) el(v) 
s (Ca 二 0) 一 [二 
ea b) = Ee(a) + elp) 
la—ob| 


e.(ap) Ne.(a) + e.(b) 
se (F ~ er.(a) + e,.(0) 


b 
例 4 设 有 三 个 近似 数 
4 一 2.31，0 一 1.93，c 一 2.24 
它们 都 有 三 位 有 效 数 字 , 试 计 算 p 二 a 十 bc ,e(p) 和 se,(p). 并 间 ;p 的 计算 结果 能 有 几 位 有 效 
数字 ? 


解 p=2.31+1.93X2.24=6.633 2 
Ee(p)=—=e(a)+e(be) 和 
se(a) 十 10|s(c) 十 |cle(O) 一 
0.005 十 0.005(1.93 十 2.24) 一 0.025 85 


因为 e(p) 守 0.025 85<0.05 ,所 以 p==6.633 2 中 能 有 两 位 有 效 数字 。 
例 $ 设 f(x， yy) 一 一 全 x 二 1. 30 十 0.005,y 二 0. 871 土 0.000 5。 如 果 用 = f(1. 30. 


0.871) 作 为 f(x,y) 的 近似 值 . 则 能 有 几 位 有 效 数字 ? 


解 4 = 0 495 43 
由 于 
9f __cosy 9f __ siny 
Ox rT dy X 
所 以 
e(u) a Bt | xo. 005 十 | x0 000 5 2 0.002 2 一 0. 005 


因而 4 二 0.495 43 能 有 两 位 有 效 数 字 。 
1.2.4 算法 及 其 计算 复杂 性 


用 数值 计算 方法 求解 数值 问题 是 通过 具体 的 算法 实现 的 。 所 谓 算法 就 是 规定 了 怎样 从 输 
入 数据 计算 出 数值 问题 解 的 一 个 有 限 的 基本 运算 序列 。 其 中 ,基本 运算 是 指 四 则 运算 .逻辑 运 
算 和 一 些 基 本 函数 运算 。 衡 量 算法 的 优 劣 有 两 个 标准 :其 一 是 要 有 可 靠 的 理论 基础 ,包括 正确 
人 性, 收 盆 性 .数值 稳定 性 以 及 可 作 误 差分 析 ;: 其 二 是 要 有 和 良好 的 计算 复杂 性 

算法 的 计算 复杂 性 是 指 在 达到 给 定 精度 时 该 算法 所 需 的 计算 量 和 所 占 的 内 存 空 s 间 。 前 者 
称 为 时 间 复 杂 性 ,后 者 称 为 空间 复杂 性。 在 同一 精度 要 求 下 ,算法 所 需 的 计算 量 少 , 称 为 时 间 
复杂 性 好 ;所 占 的 内 存 空间 少 , 称 为 空间 复杂 性 好 。 例 如 ,计算 多 项 式 


p(xr) 一 > xt! 
的 值 ,输入 数据 为 aj(j 二 0.1.…,n) 和 xx, 输 出 数据 为 p(7) 值 。 


算法 一 
0 一 Wo 
| 一 QT (k 一 1 .2 1) 


zz) 一 So 十 S 十 … 十 S， 
算法 二 ( 秦 九 韶 法 ) 


T, = a 
ts 《天 一 1 一 1 一 2 .0) 
plr) 一 了 。 


算法 一 所 需 的 乘法 次 数 为 1 十 2 十 … 十 二 全 号 一 ,加 法 次 数 为 心算 法 二 所 需 的 乘法 次 
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数 和 加 法 次 数 都 是 2 上 。 两 种 算法 所 占 的 内 存 空间 基本 相同 。 可 见 , 算 法 二 的 计算 复杂 性 优 于 
算法 一 。 算 法 二 是 公元 1247 年 我 国 古代 数学 家 秦 九 韶 在 世界 上 首次 提出 的 。 

算法 通常 是 在 计算 机 上 执行 的 ,而 计算 机 存储 数据 的 字 长 有 限 , 因 而 产生 舍 人 人 误差。 为 了 
减少 使 入 误差 的 影响 ,设计 算法 时 应 遵循 以 下 一 些 原则 : 

(1) 要 有 数值 稳定 性 , 即 能 控制 伟人 误差 的 传播 。 例 如 ,要 在 四 位 十 进 制 的 限制 下 计算 
积分 


1 Xx” 
一 - 一 一 0，, | 
yn |, 二 dz (7 1 00 ) 


利用 关系 式 ,十 5y-, 一 一 ,可 得 出 如 下 的 算法 
yo 一 in6 一 in5>0.1823 
|， 一 二 5y, (n= 1,2,.…,100) 


这 个 算法 显然 不 具有 数值 稳定 性 ,因为 y。 全 0. 182 3 的 舍 入 误差 传 给 y1 时 ,就 增 至 5 倍 , 传 到 
y100 时 将 是 5 售 。 现 利用 估计 式 


二 Y, 


_ 
6Cn 十 1) 5Cnt1) 


1 l 1 。 
并 取 yo (ss tos ~0. 001 815 ,得 出 另 一 算法 
V100 人 0, O01 815 
| = ly (n= 100,99,.,1) 
| Sn 5 ' 9 3 


这 个 算法 就 具有 数值 稳定 性 。 
(2) 两 数 相 加 要 防止 较 小 的 数 加 不 到 较 大 的 数 中 所 引起 的 严重 后 果 。 较 小 的 数 加 不 到 较 
大 的 数 中 有 时 是 允许 的 ,但 有 时 会 产生 严重 的 后 果 。 例 如 ,在 十 位 十 进 制 的 限制 下 求解 一 元 二 
次 方程 
2 十 10z 一 0.01 一 0 
并 且 使 用 求 根 公式 


一 0 十 v 人 一 4ac 

2a 
这 时 ,按照 加 法 运算 的 对 阶 规 则 ,应 有 

六 一 4ac 一 10 十 0.04 一 0.1X1032 十 0.000 000 000 04 x 10? 
由 于 是 在 十 位 十 进 制 的 限制 下 进行 运算 ,所 以 ,上 式 中 的 0. 000 000 000 04X10: 被 当做 是 0， 
因而 
久 一 4ac 一 0.1X10 = 10° 

于 是 ,得 到 

XI 二 0， xz 一 一 101: 
所 求 得 的 根 中 ,rz* 三 一 10 是 合理 的 ,可 接受 的 ;但 x 二 0 是 不 可 接受 的 ,其 后 果 是 严重 的 。 为 
了 避免 后 一 种 情况 的 出 现 , 计 算 zx: 时 .可 利用 关系 式 

xi 一 一 0.01 
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由 此 得 


0., O01 一 
Tl 110 = 10 6 


(3) 要 尽量 避免 两 个 相近 的 近似 值 相 减 ,以 免 严 重 损失 有 效 数 字 。 例 如 ,z= 二 1. 232,y 一 
1.231 是 两 个 准确 值 。 现 要 在 四 位 十 进 制 的 限制 下 计算 z==z’ 一 y 的 值 。 一 种 算法 是 按 给 出 
的 式 子 直接 计算 ,得 

z 一 1.2323 一 1.2313 2 1.870 一 1.865 = 0.005 
所 得 结果 最 多 有 一 位 有 效 数 字 ,原因 是 出 现 了 1. 870 和 1. 865 这 两 个 相近 的 近似 值 相 减 。 另 
外 一 种 算法 是 


zz 一 和 一 多 一 (一 y)(z 十 zy 十 风 ) 福 
0.001 XxX (1.518 十 1.517 十 1.515) = 0.004 550 

其 中 0. 001 是 准确 值 , 因 而 

e(z) 一 0.001 x (0.000 5 十 0.000 5 十 0.000 5) = 

0. 000 001 5 < 0. 000 005 
由 此 可 知 ,=*x*0.004 550 至 少 有 三 位 有 效 数 字 。 
(4) 除法 运算 中 ,要 尽量 避免 除数 的 绝对 值 远 远 小 于 被 除数 的 绝对 值 。 当 a,b 中 有 近似 
值 时 ,由 
<( 


可 知 ,如 果 16|<<1a1, 则 e( 双 可 能 很 大 。 当 a, 都 是 准确 值 时 ,由 于 


)= | a | eb)+| 6b | eCa) 


pb 0 
oT 7 


SR 


很 大 ,会 使 其 他 较 小 


< 
b 


的 数 加 不 到 六 中 而 引起 严重 后 果 。 
1.3 向 量 范 数 和 与 矩阵 范 数 


1.3.1 向 量 范 数 


向 量 范 数 是 用 于 定义 向 量 大 小 的 量 , 又 称 为 向 量 的 模 。 

定义 ”定义 在 R" 上 的 实 值 函数 上 。 | 称 为 向 量 范 数 , 如 果 对 于 R" 中 的 住 意向 量 x 和 y， 
它 满足 : 

(1) 正定 性 : | xj 兰 0, 当 且 仅 当 x=0 时 ,| x | =0; 

(2) 齐 次 性 :对 任 一 数 kER, 有 上 kx | 三 |& x|; 

(3) 成 立 三 角 不 等 式 : x 十 yl 雪上 xl 十 路 y||。 

定理 1.1 对 R" 中 的 任 一 向 量 x==(zxi,xs,… ,Xz,)', 记 


EA DE 


x ls = /De 
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jz- 一 max|lzi| 


则 1。 11 1 和 1。 站 < 都 是 向 量 范 数 。 
证 只 证 上 外， | :是 向 量 范 数 , 其 余 两 个 留 给 读者 自己 证 明 。 
1 站 ;满足 定义 中 的 条 件 (1) 是 显然 的 。 对 任 一 数 &E 屎 ,有 


DD 


因此 , 上。 | :满足 定义 中 的 条 件 (2)。 由 外 zl， 的 含义 ,可 用 内 积 表 示 首 xj:, 即 
1 xl: = Vx x 
任 取 向 量 y€ R", 则 有 
x+tyli= (x+y (x+y) = xli+2x y+ yl 
根据 Cauchy - Schwarz( 柯 西 - 施 瓦 兹 ) 不 等 式 
(x y)* (xix) (yy) 
可 知 
和 Ex 十 了 和 用 xz 十 21xzlslyls 二 yl 一 Clxlas 十 | 下 ys 

因而 | ， 上: 满足 定义 中 的 条 件 (3)。 

证 毕 。 

称 | 。| ;为 1- 范 数 或 列 范 数 ; 称 ‖， ||: 为 2 - 范 数 或 Euclid( 欧 几 里 得 ) 范 数 ,x||; 实 
际 上 就 是 n 维 向 量 空间 中 向 量 x 的 欧 氏 长 度 ; 称 站 ， || -为 ce- 范 数 或 行 范 数 。 其 实 , 它 们 都 
是 p - 范 数 


lxl,s = (2% 15 1)" 

的 特例 ,其 中 , 正 整 数 Pp 之 1, 并 且 有 lim x » = max | zi | 。 

在 空间 R" 中 可 以 引进 各 种 向 量 范 数 , 它 们 都 满足 下 述 向 量 范 数 等 价 定理 。 

定理 1.2 设 上 |，||,,|。j|; 是 R* 上 的 任意 两 种 向 量 范 数 , 则 存在 与 向 量 x 无关 的 常 
数 m. 和 M(0 二 m 二 M) ,使 下 列 关系 成 立 

mllxl.< lxis<Milzxl., Vxre€ER’ 

证明 从 上 略 ) 

定理 1.2 的 意义 在 于 , 疝 量 x 的 某 一 种 范 数 可 以 任意 小 (大 ) 时 ,该 向 量 的 其 他 任何 一 种 范 
数 也 会 任意 小 (大 )。 

当 不 需要 指明 使 用 哪 一 种 向 量 范 数 时 ,就 用 记号 上， | 泛 指 任何 一 种 向 量 范 数 。 


1.3.2 和 矩阵 沱 数 


矩阵 范 数 是 用 于 定义 矩阵 “大 小 ”的 量 , 又 称 为 矩阵 的 模 。 

定义 ”定义 在 R “上 的 实 值 函数 | 。， | 称 为 矩阵 范 数 , 如 果 对 于 R”" 中 的 任意 矩阵 A 和 
B, 它 满足 

(1) 中 4 中 衬 0, 当 且 仅 当 A4 一 OQ 时 , 41 =0; 

(2) 对 任 一 数 AGER, 有 |&A4 | 三 |R 4A|; 

(3) 1 4 十 中 | 委 | 4 十 BT 
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(4) | AB 14ND1B)., 

在 矩阵 计算 中 ,矩阵 与 向 量 的 乘积 经 常 出 现 , 因 而 应 让 所 用 的 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 有 某 种 
关系 。 

定义 ”对 于 给 定 的 向 量 范 数 丰 。 | 和 和 矩阵 范 数 上， ,如 果 对 任 一 个 xER" 和 任 一 个 
4ER" ,满足 


lax A ilxi 
则 称 所 给 的 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 是 相 容 的 。 
当 定 义 一 种 矩阵 范 数 时 ,应 当 使 它 能 与 某 种 向 量 范 数 相 容 。 当 在 同一 个 问题 中 需要 同时 
使 用 和 矩阵 范 数 和 向 量 范 数 时 ,这 两 种 范 数 应 当 是 相 容 的 。 
现在 给 出 一 种 定义 和 矩阵 范 数 的 方法 。 
定理 1.3 设 在 R" 中 给 定 了 一 种 向 量 范 数 , 对 任 一 矩阵 4E RR”", 令 


141 = maxl Ax | (1. 2) 


则 由 式 (1.2) 定 义 的 上 ， 是 一 种 矩阵 范 数 ,并 且 它 与 所 给 定 的 问 量 范 数 相 容 。 
证 首先 证 明 相 容 性 。 EAC 


max | Ax | 之 区 TyT [= 局 


所 以 有 
Ay < yl maxl arl = 1Al ly 


此 结果 显然 也 适用 于 y= 二 0 的 情形 。 
再 证 明 式 (1. 2 满足 和 矩阵 范 数 的 四 个 条 件 。 
(1) 当 4=O 时 ,141=0; 当 4 天 DO 时 , 必 有 1 41 守 0。 
(2) 对 任 一 数 &E 有 ,有 


ixA 1 = max | kAx|| =|&k| max | Ax | =|1| 41l 
(3) 对 任意 的 和 矩阵 A4,BE R"", 式 
1A4+BI = max | (4 二 +B)xl| = 
max | 4x 十 Bl| 过 max 人 Ax 二 + 中 Br) 过 
max | 4x || 十 InaX， lBxl 一 小 4 十 淫 吾 有 
成 立 。 
(4) 站 4 1 = max| (AB)x|| < maxl| A 中 Bxj = A max| Bx ==」AJ 中 Bj。 
证 毕 。 


称 式 (1.2) 所 定义 的 矩阵 范 数 为 从 属于 所 给 定向 量 范 数 的 矩阵 范 数 , 又 称 为 矩阵 的 算 子 范 
数 。 设 给 定 的 向 量 范 数 为 外 。 | ,, 则 从 属于 向 量 范 数 站 。 | ,的 和 矩阵 范 数 仍 记 为 | 。， | 。，, 即 


41， 一 na, | Ax | ， 


其 中 AER””,xER", 又 称 4, 为 矩阵 4 的 p - 范 数 。 
由 定理 1.3 可 知 ,和 矩阵 的 p - 范 数 与 向 量 的 p - 范 数 相 容 , 即 对 任意 的 AE R”" 和 任意 的 
XE€R", 有 
ax 和 la zl 
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定理 1.4 设 A=[a;jER”", 则 
A = max 3 os | 
| A = VIATAy 
141- = max2 | a | 
其 中 usChT4) 表 示 矩 阵 ArA 的 最 大 特征 值 。 
证 对 于 1- 范 数 , 设 | xl = 》\ | zx |= 1. 和 矩阵 4 可 表示 为 
A = [oa ia 


T 
其 中 ;= (alli 人 2 CQ ) o 


设 | @, | 1 = maxl a 上 , 则 
a = Pal < is ol < 


(2 | Zz; | ) max| 2i | ,= max| a, || ， 
取向 量 e,= 一 (0,…,0,1,0,…,0)', 它 的 元 素 1 位 于 第 ~ 个 分 量 ,显然 ‖e. 外 ,=1, 且 
上 4e. 1 一 jia, ,= max| a, | ， 


于 是 有 
Al = ,max Axr li = maxl @ |, = max D) | as | 
对 于 2 - 范 数 , 设 向 量 xE R" 满足 ||xll:=1。 注 意 到 
| Ax | = (Ax)'(Axr) = x ATAx 
因 A'A4 是 正定 或 半 正 定 和 矩阵 , 故 它 的 全 部 特征 值 A;(i 二 1,2,…,n) 非 负 , 设 
4 之 4 之 … 之 4 
并 设 相 应 的 标准 正 交 特征 向 量 为 Ul U2 ， 8 eo 因而 存在 实数 ki ,Rk,,*,k, ,使 
X= 3 
并 且 有 
| xli = x'x = Du = 1 
由 此 可 推出 
hx 3 = xiATAx = AR < 
取 x 二 ui , 则 有 | x | 2 一 1 ,以 及 
| Ax | ;二 UiA' Anu: = 41 
所 以 
| A | 2 一 max | Ax | 2 一 VAN = VAmax (ATA) 
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对 于 ce - 范 数 , 设 向 量 x = 二 (zi ,zs ,… ,Xx,)' 满足 上 x == 1, 又 设 w= max 2) | az | = 
> | a; 上, 则 
j=1 


| Ax -= wax| 2 7 |< max (2, | as || zx; | )< 
(max 2 lay xl 一 
取向 量 *=(sgnaa,sgnaz，…,sgnam)T, 其 中 sgn 是 符号 函数 。 于 是 有 | xz | -=1 以 及 
| 4x | 一 >》 | a,; | 一 由 
j=1 
所 以 
p o0 一 一 Ax co OO— 六 
|| max | | max 9, | as | 
证 毕 。 


和 矩阵 范 数 | 。， 1 ,下 ， 站 和 站 。 儿 < 又 分 别称 为 矩阵 的 列 范 数 、. 谱 范 数 和 行 范 数 ,它们 


都 是 常用 的 矩阵 范 数 。 
141 = /De 


还 有 一 种 常用 的 矩阵 范 数 ,就 是 
其 中 A 二 La; ]ER ”™"。 上 帮 。 jE 称 为 Frobenius( 佛 罗 贝 尼 乌 斯 ) 范 数 , 又 称 为 Euclid 范 数 , 它 
也 可 记 为 上 。 上:。 可 以 证 明 , 上 ， | * 与 向 量 范 数目。 | 。 相 容 , 即 
[Ax|.< Arilxl:, AER™,xER" 
也 可 以 证 明 , | 外。 jz 满足 矩阵 范 数 定义 的 四 个 条 件 。 这 些 证 明 留 给 读者 完成 。 需 要 指出 的 
是 ,和 矩阵 范 数 |。 1 s* 不 从 属于 任何 向 量 范 数 , 即 上 .| :不 是 算 子 范 数 。 
单位 矩阵 工 的 任何 一 种 算 子 范 数 都 有 


Il = max | Ixl|=1 


定理 1.5 设 和 矩阵 AER”" 的 某 种 范 数 上 A 一 1, 则 I 土 4 为 非 奇 异 矩 阵 ,并 且 当 该 种 范 
数 为 算 子 范 数 时 ,还 有 


国 1 
(I 土 4)7 | 委 一 一 一 


成 立 。 
证 假定 I 士 4 奇异 , 则 齐 次 线性 方程 组 (I 土 4)x=0 有 非 零 解 , 即 存在 向 量 x 关 0, 使 
xX 二 干 Ax 

上 式 两 边 同 取 与 所 用 矩阵 范 数 相 容 的 向 量 范 数 , 得 
lz = iAx| < |Al xl 
因 | x | 守 0, 故 由 上 式 得 上 4 之 1。 这 与 已 知 条 件 相 矛盾 , 因而 I 土 4 必 非 奇异 。 
由 (I 一 A) (I 一 4)-!==I 得 : 
(I—A)™ =I-+-A(T—A)'! 
上 式 两 边 同 取 所 用 算 子 范 数 ,得 
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上 一 人) 人 委 i I eb 
(一 站 4 一 4 一 站 委 下 一 ] 
因 1 41 二 1, 故 得 


1 
1I—_A)7| 过 -+ 


同 理 可 证 上 (I 十 4) 中 二 
证 毕 。 
例 6 设 x 一 (3, 一 5,1)7 


1 
1 一 站 41 


1 5 —2 
入 二 - 1 ,| 
3 一 8 2 
试 求 ; x1,, 4,C(p=1,2,00) 以 及 4:。 
解 ” x1 一 3 十 5 十 1 二 9 
lxzla= 一 V9 十 25 十 1 一 V35 
xi, = max(3,5,1)=5 
1 41 = 一 max(1 十 2 十 3,5 十 1 十 8,2 十 0 十 2) 一 14 
| 41- = max(1 十 5 十 2,2 十 1 十 0,3 十 8 十 2) 一 13 
上 和 iE = 二 I 十 25 十 4 十 4 十 1 十 0 十 9 十 64 十 4 = 二 V112 
14 一 21 4 
A'A = -a 90 -| 
4 一 26 8 
的 特征 方程 
det(4I4 一 籽 ) 一 一 必 十 112 一 959A 人 十 16 一 0 
的 最 大 根 为 4102.66, 所 以 


141，= Vi ~ 10.132 
本 十 


1, 下 列 各 近似 值 均 有 四 位 有 效 数 字 ， 
a 一 0.013 47,，65 = 一 12.341，¢c 一 一 1.200 
试 指 出 它们 的 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 。 
2. 下 列 各 近似 值 的 绝对 误差 限 都 是 0. 000 5， 
a 一 一 1.000 31， 一 0.042， ec 一 一 0.000 32 


试 指 出 它们 有 几 位 有 效 数字 。 
3. 已 知 a 是 积分 | edz 的 近似 值 ,并 且 有 四 位 有 效 数字 , 试 求 a 的 绝对 误差 限 。 
4. 已 知 zx 一 2.14 士 0.005,y 一 一 1. 231 土 0. 000 5， 四 
(1) 用 ww 二 V2.14 作 为 w= 二 Vz 的 近似 值 ，; 
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(2) 用 w= 二 2. 14x (一 1. 231) 十 产 作 为 “一 z2? 一 了 的 近似 值 。 


试 求 x 的 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 ,并 指出 能 有 几 位 有 效 数字 。 
5. 设 z=3.214 和 y 二 3.213 都 是 准确 值 ,在 四 位 十 进 制 限制 下 ,和 欲 计算 下 列 各 值 
4 = VT—Vy 
w= tan Xx— tany 
试 选择 精确 度 较 高 的 算法 ,计算 出 x 的 近似 值 。 
6， 取 V2 之 1.4, 欲 计算 CW2 一 1)° 的 近似 值 ,又 已 知 
(V2—1) 一 (3 一 2V2)3 = 99—70V2 = 
1 1 1 
WE 二 De (3 十 2V2)3 99 + 70V2 
试 分 析 这 六 个 公式 中 使 用 哪 一 个 进行 计算 使 得 误差 最 小 。 
7?, 在 四 位 十 进 制 的 限制 下 , 试 选择 精确 度 最 高 的 算法 ,计算 
一 1340X10: 十 40 十 50 十 60 十 90 


| 


的 值 。 
8. 设 y, = | ,Tjzdz ,在 四 位 十 进 制 的 限制 下 , 试 使 用 一 个 具有 数值 稳定 性 的 算法 , 计 
算 ya《n 二 0,1,… ,8) 的 近似 值 。 
9. 对 R" 中 任 一 向 量 x = (xisT2as XT) si | x | 1 一 2 | x; |， | xX. = max | zi; |， 


试 证 : |， 儿 和 | 外， 外。 都 是 向 量 范 数 。 

10. 设 AE R”" 是 给 定 的 矩阵 ,对 任意 的 xER", 记 上 x1。== 4xj ,其 中 四 ， | 为 某 种 向 量 
范 数 , 试 证 :在 4 非 奇 异 , 则 上 。 | 是 一 种 向 量 范 数 ; 若 4 奇异 , 则 上 。 | 不 是 向 量 范 数 。 

11. 设 A==[ajy jER”X', 记 


141 9 = 2 
试 证 : | ， js 是 与 向 量 范 数 上 ，|; 相 容 的 矩阵 范 数 。 
12. 已 知 
2 一 5 4 4 
入 一 -| 0 3|， x 二 | 一 8 
4 2 一 “人 2 


试 求 : x ,p= 二 1,2,o0) 以 及 上 A 14 ,中 Al:。 
13. 证 明 :对 任何 非 奇 异 和 矩阵 4, 任 何 矩 阵 范 数 , 下 列 不 等 式 成 立 ， 
iI|l 宇 1， 471 4 二 1 
其 中 工 是 单位 和 矩阵 。 
14. 设 AER””,xE R", 证 明 ， 
C1) x: | xl vn xl: 
(2) | Ax | < | 4 |， x|,。 
15. 对 任意 一 种 和 抢 阵 范 数 ,总 存在 一 种 与 该 矩阵 范 数 相 容 的 向 量 范 数 , 试 证 明之 。 


第 2 章 线性 方程 组 的 解法 


设 有 7 元 线性 方程 组 
QiiXil 十 QizXz 十 … 十 QZn 二 i 
az2Zl 十 azzZz 十 … 十 azZr 二 b (2.1) 
QnmXl 十 awzXz 十 "十 dmXn 二 0， 
或 记 为 
4x 一 六 (2.2) 
其 中 z 
dl ”Cln | oi 
人 
Un YY Unn n n 


设 系数 矩阵 4 非 奇异 , 即 det 4 尖 0, 则 方程 组 (2.1) 有 唯一 解 向 量 x。 
求解 线性 方程 组 的 方法 可 分 为 两 大 类 :直接 方法 和 和 迭代 方法 (简称 迭代 法 )。 本 章 前 几 节 

讨论 直接 方法 ,和 迭代 法 在 最 后 一 节 讨论 。 直 接 方 法 的 特点 是 ,运用 此 类 方法 求解 线性 方程 组 

时 ,如 果 计 算 过 程 没 有 舍 人 误差 ,那么 经 过 有 限 次 运算 就 能 求 出 方程 组 (2. 1) 的 精确 解 。 
Cramer( 克 莱 姆 ) 法 则 是 直接 方法 中 的 一 种 ,根据 此 法 则 ,方程 组 (2. 1) 的 解 为 


zi 一 多 (7 = 1,2,.,n) 


其 中 A 二 det4,A; 是 4 中 第 i 列 换 成 向 量 b 所 得 矩阵 之 行列 式 。 假 定 采用 按 某 行 ( 或 某 列 ) 展 
开 的 方法 计算 行列 式 , 那 么 ,用 Cramer 法 则 求解 一 个 n 元 线性 方程 组 所 需 的 乘法 运算 次 数 超 
过 (n 十 1)!1。 当 nn 稍 大 时 ,其 运算 量 非常 大 。Cramer 法 则 是 一 个 效率 低 、 经 济 效 益 差 的 算法 ， 
在 实际 工作 中 很 少 使 用 。 本 章 将 介绍 其 他 常用 的 直接 方法 。 


2.1 Gauss 消去 法 


Gauss( 高 斯 ) 消 去 法 由 消 元 和 回 代 两 个 过 程 组 成 。 消 元 过 程 就 是 对 方程 组 (2. 1) 的 增 广 
矩阵 


an 0 axm Ob, 
做 有 限 次 的 初等 行 变换 ,使 它 的 系数 矩阵 部 分 变换 为 上 三 角 和 矩阵 。 所 用 的 初等 行 变换 主要 有 
两 种 :第 一 种 ,交换 两 行 的 位 置 ;第 二 种 ,用 一 个 数 弱 某 一 行 加 到 另 一 行 上 。 经 过 一 1 次 消 元 
后 , 原 增 广 矩阵 (2. 3) 被 变换 为 
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ad 。。 ‘al 5 
1 
[A® ,bp®] = 人 (2.4) 
CD oe alk bs 
0 二 
CQ oak 已 中 
最 后 ,经 过 ”一 1 次 消 元 ,得 到 
CI se "aD bY 


[和 ,b'™ | 一 C22 机 U2n bs” 
O a bs" 
其 中 a 外 (i 一 1,2,…,n) 不 为 零 。 以 [A4” ,bx"] 作 为 增 广 矩阵 的 上 三 角 线 性 方程 组 
a r++ald r+ +adzr, = 0 


(2) (2) __ £1(2) 
Q52 To 十 … 十 4 TX, 一 b> 


《2. 5) 


(ny (nn) 
nn 轩 一 b, 


与 原 方 程 组 (2. 1) 是 同 解 方 程 组 。 回 代 过 程 就 是 先 由 方程 组 (2. 5) 的 最 后 一 个 方程 解 出 zx, , 然 
后 通过 逐步 回 代 ,依次 求 出 x;_1 ,Xs，… ,Xi1。 这 种 Gauss 消去 法 可 分 为 顺序 Gauss 消去 法 和 
列 主 元 素 Gauss 消去 法 两 种 。 


2.1.1 顺序 Gauss 消去 法 


在 Gauss 消去 法 的 消 元 过 程 中 对 方程 组 的 增 广 矩阵 只 做 前 述 的 第 二 种 初等 行 变换 就 形 
成 了 顺序 Gauss 消去 法 ,其 算法 如 下 : 
记 


ci 一 Uy (1,7 一 1 ,2,..*,7) 


bY 一 bob, (1 = 1,2,.. ,7) 
1， 消 元 过 程 


对 于 上 上 ==1,2,…,n 一 1 执行 
(1) 如 果 atw = 二 0, 则 算法 失效 ,停止 计算 ;否则 转 (2)。 
(2) 对 于 i 二 & 十 1,k 十 2,…,n 计算 


(CR) Ck) 
Dik 一 区 法 / art 
(Ril1} 【二 、 此 。 
Qi 一 Qi — maay (J 一 有 十 1,R 十 2，…，7) 
(k+l1) (A) Ck) 
b; 一 b, 一 mibs 


2. 回 代 过 程 


x, = bh /a 


ZX。 一 C2 一 2 a rj )/al (k= nC—1l,n—2,..,1) 


了 一 大 和 
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由 上 述 算法 可 统计 出 顺序 Gauss 消去 法 求解 n 元 线性 方程 组 的 乘除 法 运 算 总 次 数 为 
于 (me 十 3 一介 与 Cramer 法 则 相 比 ,顺序 Gauss 消去 法 的 计算 量 大 为 减少 。 例如, 当 n==20 


时 ,Cramer 法 则 的 乘除 法 运算 次 数 超 过 5X10” 次 ,而 顺序 Gauss 消去 法 只 需 3 060 次 。 

顺序 Gauss 消去 法 计算 过 程 中 出 现 的 x 史 (一 1,2,…,2) 称 为 主 元 素 。 它 们 是 由 原始 增 
广 矩 阵 L4 ,bj] 按 自然 顺序 消 元 时 产生 的 。 即 使 det 4 关 0, 也 可 能 对 某 个 <n, 出 现 ay 二 0。 这 
时 , 消 元 过 程 就 进行 不 下 去 了 。 

定理 2.1 顺序 Gauss 消去 法 的 前 ”一 1 个 主 元 素 a (4 二 1,2,…,n 一 1) 均 不 为 零 的 充分 
必要 条 件 是 方程 组 (2. 1) 的 系数 矩阵 4 的 前 一 1 个 顺序 主子 式 
Qi i alk 


天 (k= 1,2,.*.n—1) (2.6) 


证 
充分 性 ” 设 条 件 (2.6) 成 立 。 因 Di 二 ai? , 故 af? 闫 0, 因而 可 作 顺 序 Gauss 消去 法 的 第 一 
次 消 元 ,产生 主 元 素 a22 。 由 行列 式 性 质 可 知 


0 U22 
故 a2z 了 关 0。 设 已 经 过 rr 一 2(r 之 3) 次 消 元 ,所 产生 的 主 元 素 a 好 ，、…,a'"i"_1 均 不 为 零 , 则 可 作 
顺序 Gauss 消去 法 的 第 r 一 1 次 消 元 ,产生 主 元 素 a?。 由 行列 武 性 质 可 知 


(1)  。。 (1) 
11 - 


a 1, 


D, = 


故 a 了 关 0。 当 r=n 一 1 时 ,就 得 出 aWW 关 0(k=1,2,…,n 一 1)。 

必要 性 ” 设 a 如 关 0(4 二 1,2,…,n 一 1), 则 由 

D; = aival? at? (ER 一 1,2 ,1 一 1) 
可 知 妃 天 0(R 一 1,2, ,2 一 1)。 

证 毕 。 

当 方 程 组 (2. 1) 的 系数 矩阵 4 非 奇异 ,并 且 4 的 前 ”一 1 个 顺序 主子 式 均 不 为 零 , 就 可 以 
使 用 顺序 Gauss 消去 法 求解 。 但 是 ,如 果 在 求解 过 程 中 遇 到 某 个 &, 虽 然 a&? 关 0 但 |a 史 | 很 
小 ,使 一 ma ( 称 为 行 乘 数 ) 的 绝对 值 很 大 ,那么 , 舍 人 误差 的 积累 就 会 很 大 。 计 算出 的 解 相对 于 
精确 解 会 有 很 大 的 误差 。 因 此 ,顺序 Gauss 消去 法 的 数值 稳定 性 是 没有 保证 的 。 


2.1.2 列 主 元 素 Gauss 消去 法 


在 Gauss 消去 法 的 消 元 过 程 中 ,第 & 次 消 元 之 前 , 先 对 增 广 矩 阵 [4% ,pe [参见 式 (2, 4)] 作 
前 述 的 第 一 种 初等 行 变 换 ( 行 交换 ) ,目的 是 把 ae 各 (一 AR 十 1,… 2) 中 绝对 值 最 大 的 元 素 交 
换 到 第 & 行 的 主 对 角 线 位 置 上 ,然后 再 使 用 前 述 的 第 二 种 初等 行 变 换 进 行 消 元 ,这 就 形成 了 列 
主 元 素 Gauss 消去 法 ,其 算法 如 下 : 

记 

ay =a; (i,j) = 1,2,.,n) 
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bp 二 一 op. (1 -一 ] .2.，…… ,77) 
1. 消 元 过 程 
对 于 有 = 王 1.2.…,7 一 1 执行 
(1) 选 行 号 使 | = maxlaik 


(2) 交换 < 与 ao 一 人 十 1， ,n) 以 及 bi 与 6%* 所 含 的 数值 。 
(3) 对 于 i 一 有 十 1,k 十 2,…,n 计算 


mi = a /a 
as 一 Qi — maag (J 一 到 十 1,R 十 2…7) 
bY —— b'® 一 mb 
2. 回 代 过 程 
工 ， 汪 = bl /fas 
并 = (bP — Yapz,) [ai (k=nml,nm2,..,1) 
于 一 大 十 


在 此 算法 中 的 aix (& 二 1,2,…,n 一 1) 称 为 第 k 个 列 主 元 素 , 它 的 数值 总 要 被 交换 到 第 & 
个 主 对 角 线 元 素 的 位 置 上 。 

定理 2.2 设 方程 组 (2.1) 的 系数 矩阵 4 非 奇 异 , 则 用 列 主 元 素 Gauss 消去 法 求解 方程 
组 (2.1) 时 ,各 个 列 主 元 素 ai% (k= 二 1,2,…,n 一 1) 均 不 为 零 。 

证 ”用 反 证 法 。 假 定 存在 某 个 ”>(1 委 rr 委 "” 一 1) ,前 7 一 1 个 列 主 元 素 不 为 零 ,而 a 一 0, 则 
有 ai? 二 0(i 二 r,r 十 1,…,n)。 由 行列 式 性 质 可 知 


和 1” 


Ul 生硬 虽 昌 过 而 如 由 必 [时 志恒 a 
d A 上 好- i) 埋单 浸 L 过 只 中 时】 a 
etAC 二 工 0 a 。_ 。 (| 
+ 二 1 过 
0 ax GO 

0 -an a 

十 aaga : |=0 
0 (a a 

与 1 韭 奇异 相 逆 盾 ， 故 Ci (k=1,2,.%: ,7 一 1) 均 不 为 零 。 


证 毕 。 
用 列 主 元 素 Gauss 消去 法 求解 线性 方程 组 (2. 1) ,不 仅 只 需 系 数 和 矩阵 4 非 奇 异 , 而 且 对 一 
般 线性 方程 组 ,此 方法 还 具有 和 良好 的 数值 稳定 性 ,其 计算 量 与 顺序 Gauss 消去 法 相同 。 


例 1 在 四 位 十 进 制 的 限制 下 , 试 分 别 用 顺序 Gauss 消去 法 和 列 主 元 素 Gauss 消去 法 求 
解 下 列 线性 方程 组 


Zi 十 0.833 4Xx; 十 5.91 x; = 二 12.1 


| 012 Tl 十 0., 01 2 十 0. 167 X33 一 0., 678 ] 
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解 ”用 顺序 Gauss 消去 法 求解 , 消 元 过 程 如 下 : 
0.012 00 0.01000 0.1670 0.678 1 
| 1. 000 0.833 4 5. 910 12.10 - 


3 200 1 200 4. 200 981.0 

0.012 00 0.010 00 0. 167 0 0.678 1 

| 0 0. 100 0 X 10™ 一 8.010 一 44. 41 - 
0 — 1 467 一 人 454X10 一 1798XI0: 

0.012 00 0. 010 00 0. 167 0 0.678 1 

| 0 0. 100 0 X 107 一 8.010 一 44. 41 
0 0 一 1175X10 一 6517X10* 

经 回 代 ,得 
Za 一 0.946， XxX, 一 100.0， xl 一 一 104.0 


用 列 主 元 素 Gauss 消去 法 , 消 元 过 程 如 下 ( 带 框 者 为 主 元 素 ) : 
0.012 00 0.010 00 0.1670 0.678 1 
1.000 0.8334 5.910 12.10 | ~ 


3 200 ] 200 4. 200 981. 0 
3 200 1 200 4. 200 981. 0 


0 0. 458 4| 5.909 11.79 |— 
0 0.550 OXxX10™ 0.1670 0.674 4 
3200 1 200 4. 200 981.0 
0 0.458 4 5. 909 11.79 
0 0 0.096 09 0.532 9 
经 回 代 , 得 
Xs = 5.546, 7 一 一 45.77， Xi 一 17.46 
本 例题 的 线性 方程 组 的 精确 解 舍 入 到 四 位 有 效 数字 是 
Xs3 = 5.59546, x, =—45.76, xXx! = 17.46 
由 此 看 出 , 列 主 元 素 Gauss 消去 法 的 精度 显著 高 于 顺序 Gauss 消去 法 。 对 于 此 例 , 由 于 
顺序 Gauss 消去 法 中 的 主 元 素 绝 对 值 非常 小 ,使 行 乘 数 绝对 值 非常 大 ,出 现 较 小 数 加 不 到 较 
大 数 中 的 现象 , 舍 入 误差 的 积累 很 大 ,所 得 结果 中 zx) = 一 104.0 和 zs 二 100.0 完全 失真 。 


2.2 直接 三 角 分 解法 


2. 2.1 Doolittle 分 解法 与 Crout 分 解法 


如 果 方 程 组 (2.2) 的 系数 矩阵 4 能 分 解 成 
A= IU (2.7) 
其 中 工 是 下 三 角 和 矩阵 ,U 是 上 三 角 和 矩阵 。 这 时 ,方程 组 (2.2) 就 可 化 为 两 个 容易 求解 的 三 角形 方程 组 
Ly=b, Ux=y 
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先 由 Ly 一 b 解 出 向 量 y, 再 由 Ux 二 y 解 出 向 量 x, 这 就 是 原 方 程 组 (2.2) 的 解 向 量 。 

矩阵 4 分 解 为 式 (2.7) 的 形式 称 为 矩阵 4 的 三 角 分 解 。 如 果 在 分 解 式 (2.7) 中 工 是 单位 
下 三 角 和 矩阵 ,U 是 上 三 角 和 矩阵 , 则 式 (2.7) 又 称 为 矩阵 4 的 Doolittle( 杜 利 特 尔 ) 分 解 ; 如 果 世 是 
下 三 角 和 矩阵 ,U 是 单位 上 三 角 和 矩阵 , 则 式 (2.7) 又 称 为 矩阵 4 的 Crout( 克 劳 特 ) 分 解 。 和 矩阵 能 
作 三 角 分 解 是 有 条 件 的 。 

定义 ” 称 2X7z 和 矩阵 


P, = (k=1,2,.,n— 1) (2.8) 


为 初等 下 三 角 和 矩阵 。 
定理 2.3 和 矩阵 A==[a; jx,(n 之 2) 有 了 唯一 的 Doolittle 分 解 的 充分 必要 条 件 是 4 的 前 n 一 1 
个 顺序 主子 式 DD 关 0(k= 二 1,2,…,n 一 1)， 
证 
充分 性 ” 因 Di 了 关 0 (k 二 1,2,…,n 一 1) ,根据 定理 2. 1, 可 对 矩阵 4 进行 顺序 Gauss 消去 法 
中 的 初等 行 变换 ,把 4 变换 为 上 三 角 和 矩阵 ,其 变换 过 程 相当 于 
P, 1**%…P,PAQ=U (2. 9) 
其 中 Pi(k= 二 1,2,…,n 一 1) 为 式 (2. 8) 的 初等 下 三 角 和 矩 阵 , P; 中 的 pi (i 一 & 十 1,…,n) 是 顺序 
Gauss 消去 法 中 的 行 乘 数 一 mi ;U 为 上 三 角 和 矩阵 ,并 且 其 主 对 角 线 元 素 wi ==alb 关 0 (4 二 1,2， 
…,n 一 1)。 若 4 非 奇 异 , 则 ,了 关 0; 若 和 4 奇异 , 则 ,= 二 0。 
由 式 (2.9) 得 
A= PiP;!'.…PHU 
记 上 二 Pr P;'…P;-1,L 是 单位 下 三 角 和 矩阵 ,于 是 有 


4 一 工 U 
现在 证 明 唯 一 性 。 设 4 有 两 种 Doolittle 分 解 
A=ILU=L*U* . (2. 10) 


当 4 非 奇 异 时 ,U 和 U* 都 非 奇 异 , 由 式 (2. 10) 得 
UU = LiL’* 
由 于 LL* 是 单位 下 三 角 和 矩阵 ,UU* ~! 是 上 三 角 和 矩阵 ,所 以 ,它们 只 能 是 单位 矩阵 , 即 
UU -一 工 1L 一 了 
因而 也 一” ,了 = 王 丘 ” 。 
当 A 和 奇异 时 ,U 和 UU" 都 奇异 ,和 且 它 们 的 主 对 角 线 元 素 us; 和 wi 满足 ui; 关 0 ,ui 关 0(i==1,2， 
11) ,二 0,u% 一 0。 把 LU=L*U* 写成 


J 
rr 1JLO oj Lr 1]JLO 0 


由 此 可 知 
TL.-1U,- ,=L_i1U,_1,， riU,_ 一 r Ui, L,-1s=L_1s” 
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由 于 UU,-1 和 Ui_1 非 奇异 , 故 有 
L,_ 1=L ， VU, =U;), r=r’', 3 一 9 
因而 U=U* ,LL*， . 
必要 性 ” 设 矩 阵 4 有 了 唯一 的 Doolittle 分 解 A 二 LU, 此 时 必 有 ui 关 0 (1 一 1,2,， ,7 一 1); 
否则 就 存在 2 一 0(1 和 AR 生 72 一 1) ,而 wa ,us ,Us_1.4-1 人 不 为 零 。 那么 由 


AA y L, O U, 三 
ar 
x Qti.kr-l r 1 O ui 


(其 中 hi,L 和 UU 分别 是 4,L 和 UU 的 & 阶 顺 序 主子 矩阵 ) 可 知 
x =riU,, Uir=x 

因 U, 奇异 , 故 r 不 存在 或 存在 不 唯一 。 这 与 矩阵 A 有 唯一 的 Doolittle 分 解 相 矛盾 。 

由 wi 关 0Gi= 二 1,2.* yn 一 1) 以 及 4 和, = 二 LU 可知 

站 = det A 一 zt 和 zt 天 0 (k=1,2,..,n—1) 

证 毕 。 

推论 ”和 矩阵 A= 二 [Lai j,xn《n 之 2) 有 了 唯一 的 Crout 分 解 的 充分 必要 条 件 是 4 的 前 2 一 1 个 顺 
序 主 子 式 D, 关 0 (k=1,2,… ,nn 一 1)。, 

证 ”只 须 证 明 ,4 有 了 唯一 的 Doolittle 分 解 与 4 有 唯一 的 Crout 分 解 是 等 价 的 。 事 实 上 ， 
当 A 有 了 唯一 的 Doolittle 分 解 A 二 LU 时 ,U 的 前 nn 一 1 个 主 对 角 线 元 素 ui; 关 0(i==1,2,…， 
n 一 1), 因 而 有 

U = DU 
其 中 DD 一 diag(u ,uzs，… ,urn),U 是 单位 上 三 角 和 矩阵 , 且 D 和 U0 都 是 唯一 的 。 于 是 有 
A=LU= LDU= LU 

其 中 L==LD 是 下 三 角 和 矩阵 ,LL 也 是 唯一 的 。 反 之 , 当 和 有 了 唯一 的 Crout 分 解 A=LVU 时 ,可 以 
证 明江 的 前 ”一 1 个 主 对 角 线 元 素 ;i 闫 0 (i= 二 1,2,…,n 一 1)。 由 此 可 推出 ,4 必 有 了 唯一 的 
Doolittle 分 解 A 二 LU， 

证 毕 。 

设 线 性 方程 组 (2. 2) 的 系数 矩阵 和 4 二 La; ],x， 非 奇异 ,和 且 4 的 前 n 一 1 个 顺序 主子 式 都 不 为 
零 。 对 A 作 Doolittle 分 解 


l Ul Ul? ul 
ln 1 i 
A=LU=|” | 2 (2. 11) 
bn 机 /1 ] Wnn 
由 分 解 式 (2. 11) 以 及 和 矩阵 相 乘 法 ,可 知 
Ci = Wl; 《7 一 1] ,2 ,7) 


ai = Lnuii (1 = 2,3,.",n) 


当 k=2,3,.. ,nn 时 ,有 


n Rl 
au 一 Du 一 Do luo Tu (= k,k+l1,.,n) 


一 


nn 中 一 1 
Uik 一 2 lun = Do lu 十 lum (i = k 二 1,R 和 2 nn; R < 1) 
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由 上 述 和 名 式 得 到 和 矩阵 A=[a; jx 的 Doolittle 分 解 计算 公式 : 
对 于 二 1,2,…,n 计算 


| 
Ur; dg 一 > lau (j 二 ,十 1,"** ,nn) (2. 12) 
t=1 


一 1 
li 一 (aa > 2 ) /um (z= k+l,ki2,.,n;k< nn) 
‘=1 


在 计算 机 上 计算 时 ,可 把 wj 和 ii 的 数值 分 别 存 放 在 原 aw 和 a 的 存储 单元 内 。 分 解 计算 
完 后 , 原 和 矩阵 4 就 成 为 


U1 Ul? “°° Uln 
Loi UW22 Won 
ll “"” bn nn 
求解 下 三 角 方 程 组 Ly 二 b 和 上 三 角 方程 组 Ux 二 y 的 计算 公式 为 
VY 一 bi 
一 1 
yi = 6— Yliy, (1 = 2,3,*,7) 
(2. 13) 
之 nm 一 Yn/ Unn 
让 ;二 (yi 一 > ur ) /us (21: =n—1,n—2,...…,1) 
1=i+l 
计算 公式 (2.12)、(2. 13) 就 是 求解 方程 组 (2.2) 的 Doolittle 分 解法 。 
同 理 , 可 推出 矩阵 A 一 [a; jx 的 Crout 分 解 
[li 1 Wis ui 
A=LU = 
太一 1. 
bnl “°° Ln l 
的 计算 公式 ， 
对 于 k 一 1,2,…,n 计算 
kl 
{, 一 Qik 一 [iu (1 = kk 1, ,nn) 
" " 2 " (2. 14) 
| 
wr; 一 (as 一 Dlaus ) /ln (7 = k+l,k 二 +2, ,n; kn) 
r= 1 
以 及 求解 下 三 角 方程 组 Ly 二 b 和 上 三 角 方程 组 Ux =y 的 计算 公式 ，; 
yi = bb/ 
一 上 
Yi 一 (2 一 Diy ) /ls (1 = 2,3,.*,n) 
人 (2. 15) 
人 一 Yn | 
Xi 二 yi 一 Yuix, 《一 7 一 1],2 一 21) 


7 一 : 才 -】1 


计算 公式 (2. 14) 2. 15) 就 是 求解 方程 组 (2. 2) 的 Crout 分 解法 。 
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例 2 在 四 位 十 进 制 的 限制 下 ,用 Doolittle 分 解法 求解 下 列 方程 组 
8. 1zl 十 2.37z 一 1.57r 一 6.1 
| 57zl 一 6.237zy 十 0.8773 一 2.3 
2.5X1 十 1. 5Xz; 十 10,2x3 一 1.8 
解 ” 此 方程 组 的 系数 矩阵 4 的 各 阶 顺 序 主子 式 不 为 零 , 必 存在 Doolittle 分 解 4 一 工 U, 且 
U 非 奇 异 。 利 用 计算 公式 (2. 12) ,分 解 结果 为 


tu ts is 8. 100 2.300 一 1.500 
la Ua as|= |0.06173 ”一 6.372 0.962 6 
ly las as 0.3086 —0.1240 10.78 
再 利用 计算 公式 (2. 13) ,得 
y=6.1, y, =1. 923, ys=0.1560 
zs 一 0.014 47， zz=—0.299 6， zi 一 0.8408 
此 方程 组 的 精确 解 舍 人 到 四 位 有 效 数 字 是 
zs 一 0.014 45， xz 一 一 0.2997， zi 一 0.840 9 
2.2.2 选 主 元 的 Doolittle 分 解法 
定义 称 nxn 和 矩阵 
1 
1 
0 1 第 放行 
1 
以 = ， (2. 16) 
1 
l 0 第 i 行 


1 

为 初等 置换 矩阵 , 称 每 一 行 和 每 一 列 都 只 有 一 个 非 零 元 素 1 的 nXn 和 矩阵 为 置换 矩阵 。 

设 AER”", 则 Qi4 相当 于 交换 4 的 第 & 行 和 第 i 行 的 位 置 ,A4Q 相当 于 交换 A 的 第 上 
列 和 第 列 的 位 置 。 若 干 个 初等 置换 矩阵 的 乘积 010;…Q, = 二 0 是 置换 矩阵 。 

定理 2.4 者 惩 阵 4ER“:" 非 奇异 , 则 存在 置换 和 矩阵 Q@ ,使 04 可 作 Doolittle 分 解 

O4 = LU 

其 中 工 是 单位 下 三 角 和 矩阵 ,U 是 上 三 角 和 矩阵 。 

证 因 A 和 非 奇 异 , 根 据 定理 2.2, 可 对 和 进行 列 主 元 素 Gauss 消去 法 中 的 初等 行 变换 ,把 
A 变换 为 上 三 角 和 矩阵 U。 其 变换 过 程 相当 于 

P. .10,1'"…P,0,P.OQ0.A=U 《2. 17) 

其 中 已 和 Q@ CR 一 1,2,…,2 一 1) 分 别 是 式 (2.8) 和 式 (2.16) 所 示 的 初等 下 三 角 和 矩阵 [其 中 加 一 
一 mi (i 二 上 十 1,…,n)] 和 初等 置换 矩阵 。 
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下 面 以 7 一 《4 为 例 继 续 证 明 。 因 Q:Q, 二 1( 单 位 矩 阵 ) , 故 7 一生 的 式 (2. 17) 可 写成 
P; (0,P,0,)(0,0.P.0:0;)0,:0:014 =U 
P;P,P,Q;Q:014 一 U 
其 中 PP， 一 Q;Q;: POCO 和 Bb, 二 QO;P;Q;: 都 是 形 如 式 (2. 8) 的 初等 下 三 角 和 矩阵 。 于 是 有 
O04 = LU 

其 中 8 二 ,QQ1 是 置换 和 矩 阵 ,L 二 Pr'P;'P;! 是 单位 下 三 角 矩 阵 。 

证 毕 。 

定理 2.4 说 明 , 只 要 和 矩阵 A 非 奇异 , 则 通过 对 A 作 适 当 的 行 变换 就 可 进行 Doolittle 分 解 ， 
而 不 必要 求 4 的 前 一 1 个 顺序 主子 式 都 不 为 零 。 

设 方程 组 (2. 2) 的 系数 矩阵 4 非 奇 异 。 当 用 Doolittle 分 解法 (2. 12)、(2. 13) 求 解 方程 
组 (2.2) 时 ,有 可 能 出 现 某 个 RCI 委 &R 委 ?一 1) ,使 ww 二 0, 或 者 虽然 ui 了 关 0, 但 | ws | 相对 很 小 。 
如 果 是 前 者 , 则 4 的 分 解 计算 不 能 按 公 式 (2. 12) 的 算法 进行 下 去 ;如 果 是 后 者 ,虽然 能 按 该 算 
法 继续 分 解 计 算 ,但 会 引起 很 大 的 舍 入 误差 积累 。 因 此 ,为 了 提高 求解 的 精度 ,可 采用 与 列 主 
元 素 Gauss 消去 法 类 似 的 方法 ,在 Doolittle 分 解 中 也 选 主 元 素 。 根 据 定理 2.4, 可 通过 对 和 矩阵 
4 进行 行 变换 ,实现 分 解 04 二 LU, 并 通过 行 变换 实现 选 主 元 素 ,使 得 不 仅 xu 天 0(R 王 1,2,…， 
n 一 1), 而 且 |wws | 尽量 大 一 些 。 设 按 公 式 (2.12) 的 分 解 已 进行 了 一 1 步 , 原 来 存放 ay (i,j= 
] ,2,，… ,nn) 的 矩阵 已 成 为 


11 Ulk ul 
/2 H22 Wok iW2 
(大 -1) __ ov. 
A 一 | UR-1,k Ul,n 
bn 机 机 J pk “°° kn 
Lnl 本 "** Ln,kl nk 机 Unn 


在 第 & 步 , 先 计 算 中 间 量 
S; = ax— lun (1 = Ek,k 二 1 ,n) 
满足 1s, | 一 maxisi| 的 ,就 是 第 步 的 主 元 素 ,应 以 主 元 素 5 的 值 作为 ui。 为 此 ,只 须 交 换 
和 抢 阵 4“ "的 第 & 行 与 第 局 行 元素 所 含 的 数值 ,再 按 公 式 (2. 12) 的 算法 进行 第 步 的 分 解 计 
算 。 这 相当 于 先 交 换 原 和 矩阵 4 的 第 & 行 与 第 i 行 ,得 到 QA, 再 对 Q4 进行 Doolittle 分 解 04 
二 LU。 这 时 , 原 方程 组 (2.2) 成 为 LUx 一 Q5b, 可 化 为 求解 两 个 三 角 方程 组 
Ly = 0Qb, Ux=—y 

上 述 求 解 方 程 组 (2.2) 的 方法 称 为 选 主 元 的 Doolittle 分 解法 ,其 具体 算法 如 下 : 

(1) 作 分 解 04 = 二 LU。 

设置 整 型 数组 M(n), 它 的 第 上 个 元 素 M， 用 于 纪录 第 个 主 元 素 所 在 的 行 号 。 

对 于 有 一 ] ,2 7 执行 

QD 计算 中 间 量 


kl 
Si = a — Dliun (2 = kk 二 1 ,……,n) 
t=1] 
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© 选 行 号 1 ,使 | = max|s:| , 令 M, 一 去。 
@) 若 一 有 R, 则 转 由 ;否则 交换 上 与 1 一 1 2 ,天 一 1) ar 本 air(Ct 一 RAR 十 1 ,71) 以 及 
5 与 所 含 的 数值 , 转 @@。 


@ 计算 
Uk 一 Sg 
| 
Ux; 一 Qi 一 at (1 一 有 R 十 1,R 十 2 03 kk 之 1) 
+ 一 1 
li = s;/ ur (1 二 上 十 ],k 二 2 ,nn;k< nn) 
(2) 求 8b，。 | 
对 于 有 二 1,2,…,n 一 1 执行 
© t=M,. 


交换 b 与 5b, 所 含 的 数值 。 
(3) 求解 Ly 一 Qb 和 Ux=y 
1 一 bi 


记 1 
Yi = 6 — Dliy, (1 = 2,3,.",n) 
一】 
Ta 一 ya/ Unn 


zi = (%— Dh urs) /us (1 =n—l,nm2,.,1) 
选 主 元 的 Doolittle 分 解法 ,特别 适用 于 在 同一 个 计算 问题 中 须要 求解 多 个 具有 相同 系数 
矩阵 4 而 具有 不 同 右 端 向 量 的 线性 方程 组 。 此 时 上 述 算法 的 第 一 部 分 作 分 解 Q4 一 LU 只 须 
执行 一 次 ,所 得 的 矩阵 工 ,5 和 数组 M(n) 适 用 于 每 个 方程 组 。 不 同 的 方程 组 只 是 第 二 ,三 两 部 


分 的 结果 不 相同 。 
2.2.3 三 角 分 解法 解 带 状 线性 方程 组 


定义 设 和 矩阵 A=[a; jx ,如 果 存 在 两 个 正 整数 r 和 s, 使 得 当 i 一 7 之 r 以 及 ] 一 i>s 时 ， 
ai 一 0， 即 


女 11 “"? A1,stl 


则 称 4 是 上 半 带 宽 为 *、 下 半 带 宽 为 ~ 的 带 状 矩阵 ,线性 方程 组 4x 一 5 称 为 带 状 线性 方程 组 。 
定理 2.5( 保 带 状 结构 三 角 分 解 ) 设 
(1) 4 王 [ay ],x, 是 上 半 带 宽 为 .下 半 带 宽 为 > 的 带 状 矩 阵 ; 
(2) 4 的 前 ”一 1 个 顺序 主子 式 均 不 为 零 。 
则 A 有 了 唯一 的 Doolittle 分 解 A=LU, 其 中 工 是 下 半 带 宽 为 7 的 单位 下 三 角 和 矩阵 ,U 是 上 半 带 
宽 为 的 上 三 角 矩 阵 , 即 


第 2 章 线性 方程 组 的 解法 25 


l zt11 到 12 ”1 
bz 1 
: *, *， "» “”。 Un— sn 
A=LU= ， . ， . ， 
lt.1 “ “ “ 。 
. . Mn 一 tn 
一 A 1 Unn 


证 ”由 条 件 (2) 并 根据 定理 2.3,A 必 有 了 唯一 的 Doolittle 分 解 A 二 LU，。 
当 ; 一 /> 时 ,由 条 件 (1) 可 知 a 二 0(4 二 1,2,… ,7) ,再 由 分 解 计算 公式 [参见 式 (2. 12)] 


[| 
li = (anx 一 Dau ) /un 
t=] 


可 推出 l=aa/un=0,l= (az ~ (lal) /us =0,ls=0,. ,4 1=0,l; =0。 故 上 是 下 半 带 宽 
为 的 单位 下 三 角 和 矩阵 。 


当 j 一 i 之 s 时 ,由 条 件 (1) 可 知 a 二 0 二 1,2,… ,站 ,再 由 分 解 计算 公式 [参见 式 (2., 12)] 


Ur 二 Qk; 一 3 

可 推出 ww; 二 a 二 0 ,wz 二 azj 一 人 uy; 二 0 ,Ww3; 二 0 U1 二 0,wj 二 0。 夏 U 是 上 半 带 宽 为 ; 的 
上 三 角 和 矩阵 。 

证 毕 。 

推论 ” 设 和 矩 阵 和 A==[a; j,x;, 满 足 定理 2. 5 的 条 件 (1) (2), 则 4 有 了 唯一 的 Crout 分 解 A 二 
LDU, 其 中 工 是 下 半 带 宽 为 r 的 下 三 角 和 矩阵 ,已 是 上 半 带 宽 为 * 的 单位 上 三 角 和 矩阵 。 

(证 明 由 读者 自己 完成 ) 

设 元 带 状 线性 方程 组 Ax 二 b 的 系数 矩阵 入 二 [as jx* 满 足 定理 2. 5 的 条 件 (1)、(2), 今 
用 Doolittle 分 解法 求解 此 方程 组 。 对 4 进行 三 角 分 解 时 ,LL 的 带 以 下 的 元 素 和 U 的 带 以 上 的 
元 素 不 必 计 算 ,因而 由 计算 公式 (2. 12)、(2. 13) 可 得 到 Doolittle 分 解法 求解 n 元 带 状 线性 方 
程 组 的 算法 如 下 : 

(1) 作 分 解 和 4 二 LU，。 

对 于 有 王 1,2,…,? 计算 


天 一 1 


Ur; = Qij 一 人 >， luus [一 有 R 十 1…min(R 十 7) 
I 二 max(tl.,k—r,i—s) 
i | 
和 一 (or 一 > hin)/u Li=k 二 1,k 二 +2, ,min(k 二 rn);k 上 < 过 nn] 


{=max(l, ir,k—s) 


(2) 求解 Ly 二 b,Ux= 二 y 


1 一 bi 
[一 ] 
Vi = 0; 一 > LV， (1 = 2,3,"*,7) 
i= max{(l1,imr) 
Tn 一 Vr/ Un 
minti-s. nn) 
Ti 一 (y: 一 UT ) /li (71>=7—1,n—2,.*,1) 


:=t-] 


对 于 大 型 n 元 带 状 线性 方程 组 Ax 二 b, 当 n 污 r 十 s 十 1(4 的 总 带宽 ) 时 ,为 了 节省 存储 量 ,4 
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的 带 外 元 素 不 给 存储 , 仅 存 4 的 带 内 元 素 。 为 此 ,设置 一 个 二 维 数 组 CCm,n), 用 于 存放 4 的 
带 内 元 素 , 其 中 和 =r 十 * 十 1。 数 组 C 的 第 7 列 存放 4 的 第 7 列 带 内 元 素 , 并 使 A 的 主 对 角 线 
元 素 存 放 在 C 的 第 ;十 1 行 中 。 数 组 C 存放 完 4 的 带 内 元 素 后 ,多 出 的 单元 可 取 零 ,这 些 零 元 
素 共 有 (1 十 2 十 … 十 5) 十 (1 十 2 十 十) 个。 例如 , 当 和 矩阵 和 A4 一 [a; jexs 的 下 半 带 宽 -=1、 上 半 
带宽 ==2 时 ,应 设置 数组 C(4,6) 的 状况 为 


0 0 CI3 Co G35 CC46 


Qs] daz 43 ds1 Cii 0 
在 数组 C 中 检索 矩阵 4 的 带 内 元 素 a; 的 方法 是 
4 的 带 内 元 素 a， = C 中 的 元 素 cj 

按照 上 述 对 带 状 矩阵 4 的 存储 方法 和 元 素 av 的 检索 方法 ,并 且 把 三 角 分 解 的 结果 wu 和 
l 分 别 存放 在 ai; 和 a 原先 的 存储 单元 内 ,那么 用 Doolittle 分 解法 求解 n 元 带 状 线性 方程 组 
的 算法 可 重新 表述 如 下 (其 中 “ :=” 表 示 赋 值 ) : 

(1) 作 分 解 A 二 LU.， 

对 于 上 有 二 1,2,…,n 执行 


&—1 


Chjsml.,} :一 (计时 1 一 CC 六 1 
t=— maxtl] ,大 一 六 ,站 一 人 ) 


[ 7 一 R, 有 十 1……minGCR 十 Sm) | 


Ci 一 -HI “一 (css Ci frstltC kistl nk ) /en 


一 max(l .i~~r,k—s) 


[一 十 1 十 2 min 有 十 rn); 上 二 nn] 
(2) 求解 Ly==b,Ux 一 y( 数 组 b 先是 存放 原 方 程 组 右 端 向 量 , 后 来 存放 中 间 向 量 y) 


1 一 上 


b; := b; 一 > Cn， (i = 2,3,.,n) 


min(irs .ni)} 


1 一 (bo 2 eri)/en: 一 7 一 1 一 2 ,1) 


一 :十 | 


2.2.4 追赶 法 求解 三 对 角 线 性 方程 组 
设 元 线性 方程 组 Ax 二 6 的 系数 矩阵 A 为 非 奇异 的 三 对 角 和 矩阵 


Ul Ci 


dd, a 
这 种 方程 组 称 为 三 对 角 线 性 方程 组 。 显 然 ,4 是 上 下 半 带 宽 都 是 1 的 带 状 矩阵 。 设 4 的 前 
n 一 1 个 顺序 主子 式 都 不 为 零 ,根据 定理 2. 5 的 推论 ,A4 有 唯一 的 Crout 分 解 , 并 且 是 保 带 宽 的 ， 
即 有 
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A=LU 一 人 和， (2. 18) 


利用 和 矩阵 相 乘 法 ,由 式 (2. 18) 得 
Ql 二 pl, C= pig 
对 于 i 二 1,2,3,…,n 有 
d;: =ri,s dail 二 rg pia, C= pqi(i nn) 
由 此 得 到 三 对 角 和 矩阵 4 的 Crout 分 解 计算 公式 和 求解 Ly 一 b 与 Ux 一 y 的 计算 公式 : 


Pi = Qi 

六 2 -一 

册 和 (2.19) 
地; = c;/p:; 

Pi 一 | — di10g: 

yi = bi/p: 

; = (b,—d; i )/ ; (1 = 2,3,,7) 

~ MA " (2. 20) 
Cn -一 Yn 


Ti = yi— qT (一 1 一 1 一 2 1]) 
式 (2. 19) 和 式 (2. 20) 组 成 的 算法 称 为 求解 二 元 三 对 角 线 性 方程 组 Ax==b 的 追赶 法 。 此 算法 所 需 
的 存储 量 和 计算 量 都 很 小 ,只 须 使 用 一 维 数组 存放 数据 ,乘除 法 运算 的 总 次 数 只 有 5n 一 4 次 。 
例 3 在 四 位 十 进 制 的 限制 下 ,试用 追赶 法 求解 下 列 方程 组 


4 1 .1 1 
1 4 1 X2 Q.5 
1 4 1 x31 二 | 一 1 
1 4 iliz, 3 
1 4| lz 2 
解 ” 利 用 计算 公式 (2. 19) ,对 系数 矩阵 4 作 Crout 分 解 A 二 LD, 结果 为 
4. 000 
1 3. 750 
L = 1 3. 733 
1 3. 732 
1 3. 732 
1 0.2500 
1 0. 266 7 
U = 1 0.267 9 
1 0. 268 0 


l 
利用 公式 (2. 20) 求 出 以 下 结果 ， 
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yi=0.250 0， 光一 0.066 67， y; 二 一 0. 285 8 
y=0.880 5， vy; 二 0.300 1 
zxs—=0.300 1， z=0.8001,， zs=—0.5001 
XT: =0.200 1， zl 一 0. 200 0 
此 方程 组 的 精确 解 为 
Xs=0.3, zs=0.8, z=—0.5, xs:=0,2,， zl 一 0.2 


2.2.5 拟 三 对 角 线 性 方程 组 的 求解 方法 
系数 矩阵 为 如 下 的 拟 三 对 角 乞 阵 


他] Cl di 


Cn dd, dn 
的 线性 方程 组 Ax 一 4b 称 为 拟 三 对 角 线 性 方程 组 ,许多 科学 技术 问题 往往 最 后 归结 为 求解 这 种 
线性 方程 组 。 容 易 证 明 , 当 拟 三 对 角 和 矩阵 4 满足 定理 2. 3 的 条 件 时 , 它 可 分 解 为 


pi 1 qa 31 
d: p; 1 9z 32 
A 二 “. “， 及 : yy 
“» “。 ， dn-2 Sn—2 
ds1 pi 1 gs, 1 
rm 72 Te Tl rT l 
并 且 有 如 下 计算 p;,g; ,si;,r; 的 计算 公式 ， 

Pi = a 

对 于 i 一 1,2,…,n 一 2 计算 

di = ci/p: 


Pal = CHl 一 di gi 


5 = di/pi 
| 一 一 disi/p; (1 = 2,3,"*,n— 2) 


Sl1 = (cei 一 Gd 15 2)/p, 1 


| 一 全 Cn 
六 | (J i 2,3," 7 一 2) 
rn1 一 Gd 一 1 2 0n-2 
nm—l 
7n 一 人 一 > js 


j=1 


于 是 ,由 Ly==b 和 Ux ==y 分 别 解 出 的 y 和 x 为 
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y1 一 27 2 
-一 (2， — diyi1)/p. (1Z 二 2,3,"… ,nO— 1) 


| 
一 (2， > 77 )/r, 
j=1 


Xn 一 VY 
Xl Yl Sl 


Ti 一 yi 一 0 一 3 (一 1 一 2 01) 


2.3 矩阵 的 条 件数 与 病态 线性 方程 组 


2.3.1 和 矩阵 的 条 件数 与 线性 方程 组 的 性 态 


线性 方程 组 Ax=b 的 系数 矩阵 A 与 右 端 向 量 b 的 元 素 往 往 是 通过 观测 或 计算 而 得 到 , 因 
而 会 带 有 误差 。 即 使 原始 数据 是 精确 的 ,但 存放 到 计算 机 后 由 于 受 字 长 的 限制 也 会 变 为 近似 
数 。 这 样 , 即 使 解法 和 计算 过 程 完 全 精确 ,也 得 不 到 原 方 程 组 的 精确 解 。 现 在 要 研究 , 当 4 和 
b 分 别 有 了 微小 变化 A4 和 Ab 后 ,如 何 影 响 原 方程 组 解 向 量 x 的 变化 Ax。 

定理 2.6 设 4A4ER“~",5、ADER" ,4 非 奇异 ,5 天 0,x 是 方程 组 Ax 二 b 的 解 向 量 。 若 


| A4 1 < Tp , 则 有 
(1) 方程 组 
(A 十 AA)(x 十 Ax) = 二 bb 二 Ab (2.21) 
有 唯一 解 x 十 Ax; 
(2) 下 列 估计 式 成 立 : 
-1 b 
A I=TA -各 疹 2A Tr 1 十 让 三 ) (0.22) 
证 
(1) 和 A 十 AA 一 A(I 二 AT!'AA) 


因 上 4 A4| 志 上 4 Ah 上 二 1, 由 定理 1.5 可 知 1I 二 4A-'AA 非 奇 异 ; 又 因 A 非 奇 异 , 故 
4 十 A4 非 奇异 ,方程 组 (2.21) 有 了 唯一 解 x 十 Ax。 
(2) 由 方程 (2. 21) ,并 注意 到 b= 一 Ax 以 及 bj 三 41 xj ,A471 中 A4 | 二 1, 可 得 
4Ax 十 A4x 十 A4Ax 一 Ap 
AX=A Ab—A'AAx—A 'AAAx 


Laxl < NA As TAITAAI rl 二 
1 AAl laxll 
Ql < i411 + 
1 A711 AA] 
Maxl ALIATI aa , lapl 
EI 


证 毕 。 
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把 式 (2. 22) 写 成 


| Ax | 1 41 1 4 1A41 下 Ap 
| x 和 1 一 1 4 ||A- 1 SL ( 上 Al + pb| ) 
AA 


由 此 看 出 , 量 上 A 4 ' 吓 越 小 ,系数 矩阵 4 和 右 端 向 量 b 的 相对 误差 对 解 向 量 的 相对 误差 
的 影响 就 越 小 ;反之 , 则 影响 可 能 越 大 . 

定义 ”对 非 奇异 矩阵 4, 称 量 A 上 4” 中 为 矩阵 4 的 条 件数 , 记 作 

cond(A4)= 二 ADA7' 
矩阵 4 的 条 件数 与 所 取 的 矩阵 范 数 有 关 , 常 用 的 条 件数 是 
cond(4) = 41 1A | ,， cond(4) = | 4; | AT! |， 

矩阵 4 的 条 件数 有 以 下 性 质 : 

(1) 对 任何 非 奇 异 和 矩阵 A,cond(4) 之 1。 

(2) 设 4 是 非 奇异 符 阵 ,& 尖 0 是 常数 , 则 有 cond(k&) 二 cond(A)， 

(3) 设 4 是 非 奇 蜡 的 实 对 称 抢 阵 , 则 有 


cond(A), = 


其 中 心 和 4 分 别 是 矩阵 4 的 模 为 最 大 和 模 为 最 小 的 特征 值 。 

(4) 设 4 是 正 交 矩阵, 则 有 cond(4),==1。 

定义 ” 设 线 性 方程 组 Ax=b 的 系数 矩阵 4 非 奇异 , 若 cond(4) 相 对 很 大 , 则 称 Ax==b 是 病 
态 线性 方程 组 (也 称 4 是 病态 矩阵 ) ; 若 cond(4) 相 对 较 小 , 则 称 Ax==b 是 良 态 线性 方程 组 (也 
称 4 是 良 态 矩阵 ) 。 

矩阵 4 的 条 件数 刻画 了 线性 方程 组 4x 二 b 的 性 态 。A 的 条 件数 越 大 ,方程 组 Ax 二 b 的 病 
态 程度 越 严重 。 对 于 严重 病态 的 线性 方程 组 4x=5, 当 4 和 b&b 有 微小 变化 时 ,即使 求解 过 程 是 
精确 进行 的 ,所 得 的 解 相 对 于 原 方程 组 的 解 也 会 有 很 大 的 相对 误差 。 

例 4 设 有 线性 方程 组 4x 一 为 

1 1.000 11Tzi 2 
| 1 | 上 = 加 
(1) 求 cond(4), 和 Ax=b 的 解 x。 
(2) 设 b 变化 为 b 十 Ab 二 (2.000 1,2)7, 求 A(x 十 Ax) 二 b 十 Ab 的 解 x 十 人 Ax。 


、 | Ab | | Ax | .~ 
(3) 计算 Tpll 和 [Ix o 
解 (1) 
We 轩 抱 科 W 放 
A 一 
10° — 10* 
cond(4)~- = ‖41 4 = 2.000 1x (2.000 1 x10)2~4xX10 


Ax 一 b 的 解 为 x 二 (2,0)'; 
(2) A4(x 十 Ax)= 二 b 十 Ab 的 解 为 x 十 Ax= 二 (1 ,1)7，; 
(3) Ab 一 (0.000 1,0)7T,Ax=(—1,1)7, 


| Ab| 
bl. 


一 0. 005 色 ， A 一 50 色 
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从 例 4 可 看 出 ,由 右 端 向 量 b 的 微小 相对 误差 0.005 多 引起 解 的 很 大 相对 误差 50 色 ,后 者 
是 前 者 的 10' 倍 。 原 因 就 是 矩阵 4 的 条 件数 很 大 ,方程 组 病态 比较 严重 。 

对 于 严重 病态 的 线性 方程 组 4x==b, 即 使 原始 数据 4 和 6b 没有 误差 ,但 在 求解 过 程 中 只 要 
有 舍 和 人 误差 ,所 得 的 解 也 会 有 很 大 的 相对 误差 。 

例 5 设 线 性 方程 组 4x 一 为 


" 216 1 0.144 [1 ” 144 | 
1.296 9 0.8648JLr Lo.864 2 
(1) 求 cond(A4).; 


(2) 在 八 位 十 进 制 的 限制 下 ,用 列 主 元 素 Gauss 消去 法 求解 。 


解 (1) : 
ew | 0.8648X10 0.1441XxX10 | 
1.296 9x10 一 0.2161X10* 
cond(A),.. = 141 A -3.27x 10s 
(2) 


0.216 1 0.1441 0.1440 
四 2969 0.8648 0.864 上 
1.2969 0.8648 0.864 2 
四 2161 0.1441 0.144 上 
1.2969 0.8648 0.8642 
| 0 lx10™ ao 
得 到 解 zx; 二 一 1,x) 二 1. 333 179 1 。 
例 5 第 (2) 问 所 得 的 解 与 原 方 程 组 的 精确 解 x = 二 2,x; = 一 2 相 比 较 , 其 相对 误差 为 


| Ax | >- 
x, 


在 八 位 十 进 制 的 限制 下 ,每 运算 一 次 的 舍 人 误差 并 不 大 ,但 所 得 到 的 解 的 精确 性 却 很 低 ,原因 
就 是 该 方程 组 系数 矩阵 的 条 件数 很 大 ,方程 组 病态 很 严重 。 


2.3.2 关于 病态 线性 方程 组 的 求解 问题 


可 以 用 下 列 的 方法 判别 线性 方程 组 4x= 六 是 否 病态 : 
(1) 当 |det4| 相 对 很 小 或 4 的 某 些 行 (或 列 ) 近 似 线性 相关 时 ,方程 组 可 能 病态 。 
《2) 用 列 主 元 素 Gauss 消去 法 求解 方程 组 时 ,车 出 现 小 列 主 元 1a%| 之 1, 则 方程 组 可 能 


一 50 色 


(3) 分 别 用 5b 和 645 十 Abd| Ab | 之 1) 作 方程 组 的 右 端 向 量 , 求 解 Ax 二 b 和 Ax 二 b 十 Ab, 若 六 
和 x 相差 很 大 , 则 Ax=b 是 病态 的 。 
(4) 当 和 的 元 素 的 数量 级 差别 很 大 ,和 且 无 一 定 规 则 时 ,方程 组 可 能 病态 。 例 如 ， 


I 0.1 _ 《10 十 0.1); 
0.1 107 10 一 0.01 


相应 的 方程 组 Ax 一 b 是 病态 的 。 但 对 于 


2 10! 


| 。 cond(A)., 
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_ (10 十 0.1) 
| cond(B).. 一 ] O30 一 0 01 人 ] 


I 0.1 
0.1 10” 
相应 的 方程 组 Bx=b 是 良 态 的 。 

对 于 病态 线性 方程 组 可 采用 以 下 的 方法 求解 : 

(1) 采用 高 精度 的 算术 运算 ,例如 采用 双 精 度 ,可 改善 和 减轻 病态 矩阵 的 影响 。 但 有 时 还 
不 行 。 

(2) 平衡 方法 。 当 4 的 元 素 的 数量 级 差别 很 大 时 ,采用 行 平衡 或 列 平衡 的 方法 可 降低 4 
的 条 件数 。 

设 n 苑 方程 组 4x 一 ,4 一 [La ],>x* 非 奇异 。 所 谓 行 平 衡 方 法 就 是 ， 计算 Si 一 xa | ads | 


(1 二 ] ,2 ,nn), 今 


oT. 5 
$] $2 Sn 


得 到 与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 DAx= Db ,此 方程 组 的 系数 和 矩阵 DA 的 条 件数 有 可 能 大 大 低 于 4 
的 条 件数 。 例 如 , 原 方 程 组 Ax 二 b 为 
0.1] 0.171Tzi 0. 2 
| oo j= Co 
因 4 的 条 件数 cond(4). 才 107 很 大 ,故此 方程 组 是 病态 的 。 进 行 行 平 衡 :si 二 0. 1,s: 一 100 ， 
Ddiag(10,10-”"), 得 到 同 解 方 程 组 DAx 二 Db 为 


os = 
10 1JizrJ. Li 
此 时 ,DA 的 条 件数 cond(DA)- = 一 -nr~4 很 小 ,方程 组 DAx=Db 是 良 态 的 。 


(3) 残 差 校正 法 。 设 A 非 奇异 且 cond(4) 不 特别 大 ,方程 组 Ax==b 病态 但 不 特别 严重 ,这 
时 可 用 残 差 校正 法 求解 hx 一 5。 
先 使 用 通常 的 方法 在 计算 机 上 求解 hr 一 8 ,得 到 Ax 一 b&b 的 近似 解 x。 为 了 校正 ,计算 


D = diag (= lL,... 二 


残 差 
r=b—Ax 
并 求解 方程 组 AAx 一 r+, 得 到 x 的 修正 量 Ax, 令 
x—=X|Ax 


则 x 就 是 经 过 校正 的 解 向 量 。 如 果 计 算 残 差 .求解 Ax 以 及 计算 x 都 是 精确 的 ,那么 ,就 有 
Ax 一 4Cx 十 Ax) 王 (8 一 r) 十 rr 一 


即 x 就 是 原 方程 组 的 精确 解 。 但 实际 计算 时 总 有 含 人 误差 ,特别 是 求解 Ax, 得 到 的 是 AAx 二 7 
的 近似 解 。 所 以 ,应 重复 执行 上 述 过 程 , 直 至 满足 精度 要 求 为 止 。 这 就 是 残 差 校正 法 。 此 法 执 
行 过 程 中 , 残 差 的 计算 应 尽量 精确 ,以 保证 得 到 有 效 的 修正 量 Ax。 残 差 校正 法 求解 Ax 二 b 的 
具体 算法 如 下 : 
(1) 对 4 进行 选 主 元 的 Doolittle 分 解 
04 = LU 
(2) 求解 Ly 一 Qb 和 Ux' 二 yy 得 初始 解 向 量 x， 
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(3) 对 于 = 二 1,2,…,M 执行 

@ 计算 残 差 ”一 b 一 Ax” (用 双 精 度 )， 

DO 求解 Ly** = 二 Qr* 和 Ud*=y*，。 

@ 如 果 1 dao /x 有 过 10-1, 则 停止 计算 ,x 中 就 作为 Ax=5 的 解 ;否则 转 @。 
@ 计算 x* 一 x 十 d%， 

(4) 输出 M 次 校正 失败 的 信息 。 

算法 中 的 1 可 取 计 算 机 所 能 达到 的 十 进 制 浮 点 数 的 位 数 。 


2.4 送 代 法 


迭代 法 求解 方程 组 (2.2), 就 是 构造 一 个 无 限 的 向 量 序列 ,使 它 的 极限 是 方程 组 (2. 2) 的 解 
问 量 。 即 使 计算 过 程 是 精确 进行 的 ,迭代 法 也 不 能 通过 有 限 次 算术 运算 求 得 方程 组 (2.2) 的 精 
确 解 ,而 只 能 逐步 逼近 它 。 因 此 ,凡是 迭代 法 都 存在 收敛 性 与 精度 控制 的 问题 。 

迭代 法 常用 于 求解 大 型 稀 玻 线性 方程 组 。 


2.4.1 迁 代 法 的 一 般 形 式 及 其 收敛 性 
设 n 元 线性 方程 组 (2.2), 即 
Ax=b 


的 系数 矩阵 4 二 La; ]E R"”" 非 奇异 , 右 端 向 量 b 关 0, 因 而 方程 组 (2.2) 有 唯一 的 非 零 解 向 量 。 
把 系数 矩阵 4 分 裂 成 两 个 矩阵 N 和 PP 的 差 


4 一 六 一 卫 
其 中 N 是 非 奇异 的 ,代入 式 (2.2) ,得 
Nx = Px+b 
x=—= N'Pr+N''b 
记 
G=NiP, d=N''b 
则 由 上 式 得 到 


x= Gx+td (2. 23) 
方程 组 (2. 23) 与 原 方程 组 (2.2) 是 同 解 方程 组 。 

任 取 一 个 向 量 x”€ R”" 作 为 方程 组 (2.2) 的 初始 近似 解 , 按 递 推 公式 

x 一 Cr 二 d (k=0,1,..) (2. 24) 

产生 一 个 向 量 序 列 x ,x xz， 当 有 是 够 大 时 ,以 此 序列 中 的 向 量 x* 作为 方程 
组 (2.2) 的 近似 解 。 这 种 求解 方程 组 (2. 2) 的 方法 称 为 迭代 法 , 递 推 公式 (2. 24) 称 为 迭代 公式 ， 
其 中 的 矩阵 G 称 为 迭代 矩阵。 公式 (2. 24) 就 是 求解 方程 组 (2. 2) 的 迭代 法 (严格 地 说 ,是 线性 
迭代 法 ) 的 一 般 形 式 。 

为 了 研究 和 迭代 公式 (2. 24) 的 收敛 性 ,首先 介绍 向 量 序列 收敛 的 概念 。 

定义 ” 设 有 向 量 序列 
x _ (并 1 ,Xa Ta ) (k 一 0,1,…) 


如 果 存 在 常 向 量 X 一 (TZ1T sXe 9 T ) ,使 得 
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lim zx 一 xX; (7 = 1 ,2 ,7) 
则 称 向 量 序 列 {x”}) 收 钙 于 常 回 量 x , 记 为 
lim xX” 一 
定理 2.7 设 有 向 量 序列 {x”} 和 和 常 疝 量 x ,如 果 对 某 种 范 数 ,有 
lim lx”—x”||=0 
则 必 有 
lim xX” x 
证 ”根据 问 量 范 数 等 价 性 定理 1.2, 必 有 
lim | xx 一 站 一 0 
即 
lim max | Xx”—x: | 二 0 
因而 有 
lim xi 一 7 (= 1,2,.…,n) 
ec 
根据 定义 ,上 式 即 lim Xx", 
证 毕 。 


如 果 对 任 取 的 *” 迭代 公式 (2. 24) 所 产生 的 向 量 序列 (x”) 都 收 钱 于 某 一 常 向 量 x*, 则 
称 该 迭代 法 是 收 全 的。 显然 ,x* 满足 方程 组 (2. 23), 即 
x"=Gx”+d (2. 25) 
因而 x* 就 是 线性 方程 组 (2.2) 的 解 。 
只 有 在 迭代 法 收敛 的 情况 下 ,用 它 所 产生 的 向 量 序列 {x*}) 中 的 向 量 作 为 方程 组 (2. 2) 的 
近似 解 才 有 意义 ,而 且 ,k 越 大 ,x* 作 为 方程 组 的 解 就 越 精确 。 
定义 ” 设 2x7 和 矩阵 G 的 特征 值 是 和 ,4 ,… ,4,, 称 
o(G) = max 14, | 
为 矩阵 G 的 谱 半 径 。 
定理 2.8 对 任意 的 向 量 d& ,迭代 法 (2. 24) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 p(G) 二 1， 
证 明 从 上 格 ,读者 可 参阅 文献 [4 第 151 一 152 页 。 
用 和 迭代 和 抢 阵 的 谱 半 径 判 断 迭 代 公 式 (2. 24) 是 否 收 敛 往 往 不 容易 ,下 面 给 出 一 个 容易 使 用 
的 判断 收敛 的 充分 条 件 。 
定理 2.9 如 果 和 矩阵 G 的 某 种 范 数 ‖G | 天 1, 则 
(1) 方程 组 (2. 23) 的 解 x 存在 且 唯 一 ; 
(2) 对 于 迭代 公式 (2. 24) ,有 


lim < 一 xX* ， VY 大 9) EE R’ 
Ho 
并 且 下 列 两 式 成 立 
上 
I < 7S | (2. 26) 
| 和 人) 一 x” | 之 i < | | x — x* 1 | (2. 27) 


证 (1) 因 呈 G1 过 1, 根 据 定 理 1.5 可 知 矩 阵 I 一 G 非 奇异 ,其 中 工 是 单位 矩阵 , 故 方程 
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组 (2.23) 的 解 x” 存在 且 唯 一 。 
(2) 由 式 (2. 24) 减 去 式 (2. 25) ,得 
XD 一 X = G(x *—x') 
由 此 得 
ox ?ox lollx*—x 1 < 
| G x ?x | 过 … 牵 
iGl™ lx? —x”| 
因为 G| 二 1, 所 以 由 上 式 得 
lim lx x ”l=0 
根据 定理 2.7, 可 知 limx” 一 x" 成 立 。 
设 m 之 上 有 , 则 有 


m—1 
x x 一 >， (x XD ) 
一 
| 4 (mn | < >， | x TD) | 过 


2 Gx mxv| = 


bp. 


jGl* += 外 @G 7 


这 | zc | | x x | 
| Yr | < 一 | G | " | x x | 
1 1cell 
一直 
x - 一 (Xl x ) 


mm 上 
jx 一 xm | 去 >, lIGlilx ?x2| 一 
i=1 


1— Gl”™* 


'°0 = 1el 


| x ek) | 


| x 一 erD 


证 毕 。 
根据 式 (2.26), | ec | 越 小 ,xz ”收敛 得 越 快 ,而 且 式 (2.26) 可 以 作为 误差 估计 式 。 
根据 式 (2.27), 当 | 外 G | 不 是 很 接近 1 时 ,只 要 | x%2 一 xz 很 小 ,x 就 很 接近 x*。 所 
以 ,在 实际 应 用 中 ,可 预先 给 定 一 个 小 的 正 数 s, 当 满足 
lx x |<<e 
或 
| Xx) 二 < 一 


| x 
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时 停止 迁 代 ,用 当前 的 x'e 作为 方程 组 (2. 23) 的 近似 解 。 

但 是 ,如 果 | G | 很 接近 1 ,那么 即使 | xe 一 ze | 很 小 ,也 不 能 断定 x 很 接近 x" 。 此 
外 ,由 于 计算 机 上 伟人 误差 的 影响 ,不 要 以 为 只 要 | G | 一 1 就 能 在 迭代 过 程 中 使 x 可 以 任 
意 接近 x" 。 如 果 方程 组 (2. 23) 是 病态 的 , 即 矩阵 工 - G 的 条 件数 很 大 ,那么 即使 选 代 次 数 大 量 
增加 ,也 未 必 能 得 到 好 的 结果 。 


2.4.2 Jacobi 迭代 法 
设 方程 组 (2.2) 的 系数 矩阵 4 二 [a; ]E R”*" 满 足 条 件 a; 关 0(1= 二 1,2,…,n)。 把 4 分 解 为 


和 A= 二 D+L++U 
这 里 
Uil 0 0 Qa 六 击 | dln 
G22 CC21 0 OO 
D = 工 一 | ， ， 1 = 
. Xt， 1 
nn Un 机 nn] 0 0 


根据 已 知 条 件 ,D 存在 。 
在 迭代 法 一 般 形式 (2.24) 中 , 取 N=D,P= 一 (L 十 U), 形 成 以 下 的 迭代 公式 
x 一 一 DC 十 DUDxe -Dib (k=0,1,..) (2. 28) 
其 中 x” ER" 任 取 。 由 迭代 公式 (2., 28) 所 表示 的 迭代 法 称 为 Jacobi( 雅 可 比 ) 和 迭代 法 ,又 称 简 
单 迭代 法 , 它 的 迭代 和 矩阵 是 
G), =— D!'(L+U) 
因 D7 二 diag(ai'), 故 Jacobi 扩 代 法 式 (2. 28) 的 分 量 形式 是 


r= (~ Dayr® to)/a: (=1,2,..n; k= 0,1,.) (2. 29) 
由 定理 2.8 得 到 
定理 2. 10 Jacobi 迭代 法 收敛 的 充分 必要 条 件 是 p(G)) 二 1。 
由 定理 2. 9 得 到 
定理 2.11 如 果 | ec | <1, 则 Jacobi 和 迭代 法 收敛 。 
下 面 再 给 出 一 个 收敛 的 充分 条 件 , 它 直接 使 用 原 方 程 组 (2. 2) 的 系数 矩阵 进行 判断 。 
引 理 2.1 车 矩阵 AER”" 是 主 对 角 线 按 行 (或 按 列 ) 严 格 占 优 阵 , 则 4 是 非 奇 异 和 矩阵 。 
证 设 A=[La;JER”" 是 主 对 角 线 按 行 严格 占 优 阵 , 即 满足 条 件 


| ai > 二》 | ai | (1 = 1 ,2 ,71) 
7 


因而 a;; 关 0(1= 二 1,2,…,n),D= 二 diag(a; ) 非 奇异 。 今 
A=D+L++U= DII+-D (LL+U)1l= DU GG) 
其 中 G= 一 D7(L-+U)。 由 所 满足 的 条 件 可 知 


n 
1G|. = maxy》) bE 
ISign oT | 40 

1 


又 由 定理 1.5 可 知 1 一 G 非 奇异 ,因而 4 也 非 奇异 。 


| 
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设 4 是 主 对 角 线 按 列 严格 占 优 阵 , 则 4: 是 主 对 角 线 按 行 严 格 占 优 阵 , 根 据 前 面 所 证 ,4- 
非 奇 异 , 因 此 4 也 非 奇 异 。 
证 上 毕 。 
定理 2. 12 如果 方程 组 (2. 2 的 系数 矩阵 是 主 对 角 线 按 行 ( 或 按 列 ) 严 格 占 优 阵 , 则 用 
Jacobi 迁 代 法 求解 必 收 敛 。 
证 因 A 和 是 主 对 角 线 按 行 (或 按 列 ) 严 格 占 优 阵 , 故 D” = 二 diag(ai' ) 存 在 。 假 定 Jacobi 友 
代 法 不 收 和 化 , 则 根据 定理 2.8, 和 迭代 和 矩阵 G 二 一 D !'(L 十 U) 有 一 特征 值 满足 |4| 宇 1, 和 是 有 
detC(xTI—G)=0 
而 
det(xI—G) = dettxI+Di(L+U)|= 
det{xD [D+ (L+U)]} = 
xu” » detD™ .det[ D+ (LU)] 
显然 jy" 关 0,detD 了 关 0。 又 因 |y | 硅 1, 所 以 , 当 A 和 是 主 对 角 线 按 行 严 格 占 优 阵 时 ,有 


“|> > | a; > | Ap- Ui (2 = 1,2,. ,71) 
当 A 是 主 对 角 线 按 列 严格 占 优 阵 时 ， 有 
Qj | > | Ui 之 3 | AT ai (7] 一 1,2,……,7) 


即 , 矩 阵 刀 十 (十 5) 是 主 对 角 线 按 行 ( 或 按 列 ) 严 格 占 优 阵 。 根 据 引 理 2.1 可 知 
detLD 十 AI 十 D)] 尖 0 
于 是 有 
det(CA 一 Ci) 天 0 
所 出 现 的 矛盾 证 实 Jacobi 迭代 法 必 收 敛 。 
证 毕 。 
例 6 证 明 用 Jacobi 迭代 法 求解 下 列 方程 组 
10zi 一 27x;—2x;3= 二 | 
| 一 271 十 10z 一 Ti 二 0.5 
一 Xi 一 2zy 十 3xz 一 ] 


必 收 合 , 并 求解 ,要 求 上 x 一 x* ”| 二 10 一 。 


解 ”迭代 和 矩阵 为 
0 0.2 0.2 
G, = 0. 2 0 0.1 
] 2 
3 3 0? 


因 1‖G | ,=0. 2 十 万 一 1 一 1 ， ; 故 Jacobi 迄 代 法 必 收 敛 , 迭 代 公 式 为 
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rx 一 十 0.27z 和 多 十 0.2z 和 5 十 0.1 
Ti 二 0.27z 和 5 十 0.1x4” 十 0.05 
1 


1 2 
XI 一 本 十 可 2 十 亏 


[Cz ,X20 ,Xs )》 任 选 ;k= 二 0,1,…j] 
计算 结果 见 表 2~1。 由 于 上 x ”一 x ”| .二 10 5 , 故 所 求 的 解 为 
xX? 2 0.23]1 087, zi? 之 0.147 055, ww? 2 0.508 393 
表 2-1 例 6 计算 结 果 


0.231 081 0,. ]47 050 
0.231 087 0. 147 055 


例 7 证 明 : 方 程 组 


2X1 一 X22 十 X73 二 1 

X11 十 2 十 zi 一] 

Xl 十 XX 一 2X3 二 1 
使 用 Jacobi 迭代 法 求解 不 收敛 。 


证 ”对 于 此 方程 组 ,Jacobi 兴 代 法 的 迭代 和 矩阵 为 
0 0.5 一 0.5 


G=|I-1 0 1 
0.5 0.5 0 
Gi 的 特征 多 项 式 为 
A 一 0.5 0,.5 
det(AI—G))= ] A 1 | 一 A( 十 1.25) 
一 0.5 一 0.95 A 
Gi 的 特征 值 为 ==0,4s 一 V1.25i,h 一 一 V1.25i, 故 p(G)) 二 V1.25 之 1, 因 而 Jacobi 迭代 法 不 
证 毕 。 
例 8 对 方程 组 
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10x1 十 2z， 十 Sr, 一 2 
Xl 二 97， 十 273 一 4Zi 二 0 
3T1 一 4Zy 十 8X3 一 ] 


XI 二 2X; 一 X3 十 6z 一 8 
使 用 Jacobi 迭代 法 求解 , 试 判 断 是 否 收敛 ? 
解 ” 由 于 此 方程 组 的 系数 矩阵 是 主 对 角 线 按 行 严 格 占 优 阵 , 所 以 ,Jacobi 迭代 法 收 印 。 


2.4.3 Gauss - Seidel 迭代 法 


仍 设 方程 组 (2.2) 的 系数 和 矩阵 和 A4=[a; ]ER”" 满 足 条 件 a;; 关 0(1 王 1,2,…,n) ,A 二 D 十 L 十 U，。 
在 迭代 法 一 般 形 式 (2. 24) 中 , 取 N= 二 D 十 L,P== 一 U, 形 成 以 下 的 迭代 公式 
x* ”=— (D+I) Ux®*+D+D bb (k=0,.1..) (2. 30) 
其 中 x”E R" 任 选 。 由 迭代 公式 (2. 30) 所 表示 的 迭代 法 称 为 Gauss - Seidel( 高 斯 - 赛 德 尔 ) 迭 
代 法 ,简称 GS 法 , 它 的 迭代 和 矩阵 是 
Ga =— (D+L)U 
实际 使 用 GS 法 时 ,为 吉 免 求 D 十 LL 的 逆 算 阵 , 把 迭代 公式 (2. 30) 改 写 为 


(DL)x'™Y —— Ux'* 十 b 
Dx ‘~Y —— Lx'*! — Ux'* +b 
YE) _ DiLx‘*Y 加 网 DiUx'* +Dib 
其 分 量 形式 为 
i—1] n 
TD = DD) x +t lk 0 1 ) (2.31) 
一 1 和 一 计 1 1 it 


定理 2.13 GS 法 收敛 的 充分 必要 条 件 是 p(Gc) 二 1。 

由 定理 2. 9 得 到 

定理 2. 14 如 果 | Gc | 二 1, 则 GS 法 收敛 。 

下 面 两 个 定理 都 是 直接 用 原 方程 组 (2. 2) 的 系数 矩阵 4 判断 收敛 。 

定理 2.15 如 果 方 程 组 (2.2) 的 系数 矩阵 A 是 主 对 角 线 按 行 (或 按 列 ) 严 格 占 优 阵 , 则 用 
GS 法 求解 必 收 敛 。 

此 定理 在 这 里 不 证 明了 ,因为 它 是 后 面 定理 2. 20 的 一 个 直接 结果 。 

定理 2.16 如 果 方 程 组 (2.2) 的 系数 矩阵 A 是 正定 和 矩阵, 则 用 GS 法 求解 必 收 敛 。 

此 定理 在 这 里 也 不 证 明 ,因为 它 是 后 面 定 理 2. 21 的 一 个 直接 结果 。 

例 9 证 明 用 GS 法 求解 例 6 的 方程 组 必 收 敛 , 并 求解 ,要 求 上 x 一 x*? 1 -< 委 10 一 。 

解 ” 壕 代 和 矩 阵 为 


0 一 60 一 00 
本 1 
、- 1 一 加 
Ge (DL) TU 360 O 1 2 中 
0 一 28 一 48 
因为 是 Ge ,==30<<1, 所 以 ,GS 法 必 收 伍 。 


由 式 (2. 31) ,和 迭代 公式 为 
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gb 一 0.2xzfe 十 0.1zgo 十 0.05 
1 2 1 
Ck+1) -一 本 十 本 2 十 亏 


TD 一 0.2z5 十 0.2z 和 2 十 0.1 
村 
I 
[zx ,zi ,xT 任 选 ;k = 二 0,1,…*] 


计算 结果 见 表 2 -2 
表 2-2 例 9 计 算 结果 


因 | x ”一 zx 1 < 一 0.4X 久 10 , 故 得 方程 组 的 解 为 
zr 20.231 091], zi 2 0.147058, zx? 2 0.508 402 


例 10 证 明 用 GS 法 求解 例 7 的 方程 组 必 收 敛 。 


证 ”和 帮 代 撼 阵 为 
20 0lmno 一 1 1 0 0.5 一 0.5 
Ge = 一 | 11 0| 1!0 0 oe -os 
11 一 2 lL0 .00 0 0 一 0.5 


可 见 ,Ge 的 特征 值 为 入 二 0,4, 二 A 二 一 0.5, 即 o(Gc) 王 0.5<1 ,所 以 ,GS 法 必 收 敛 。 

证 毕 。 

用 某 种 迭代 法 求解 线性 方程 组 是 否 收敛 只 取决 于 方程 组 的 系数 和 矩阵 4。 前 面 已 看 到 ,对 
于 一 个 给 定 的 系数 矩阵 4,Jacobi 迭代 法 和 GS 法 可 能 都 收敛 ,也 可 能 都 不 收 钙 ,还 可 能 Jacobi 
和 迭代 法 收 往 而 GS 法 不 收 和 伍 ,或 者 GS 法 收敛 而 Jacobi 迭代 法 不 收 敛 。 在 两 者 都 收敛 的 情况 
下 ,可 能 Jacobi 迭代 法 收敛 得 快 一 些 , 也 可 能 GS 法 收敛 得 快 一 些 。 有 时 候 , 对 系数 矩阵 4 作 


适当 的 改变 就 能 变 不 收敛 为 收敛 。 
例如 对 于 方程 组 
| 271 一 Dr = 1 
10zi 一 4zy = 3 
Jacobi 迭代 法 的 迭代 矩阵 是 


0 2.5 
6 -ls 
2.5 0 
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人 的 两 个 特征 值 为 A1.; 二 土 2.5。 由 于 p(Gi) 之 1, 所 以 Jacobi 和 迭代 法 不 收 伍 。GS 法 的 迭代 和 矩 


阵 是 
2 01-r0 一 5 0 2.5 
G6 一 一 EF. | | = | ， | 
可 见 ,o(CCc) 王 6.25>1, 故 GS 法 也 不 收敛 。 如 果 把 原 方程 组 中 的 两 个 方程 交换 次 序 ， 则 得 
| 一 47z， 一 3 
2z 一 5z， 一 1 
由 于 系数 矩阵 是 主 对 角 线 按 行 严 格 占 优 阵 , 所 以 ,用 Jacobi 迭代 法 和 GS 法 求解 ,都 是 收敛 的 。 
在 计算 机 上 实际 计算 时 ,GS 法 只 需要 一 套 存 放 迭 代 向 量 x* 的 单元 ,而 Jacobi 和 迭代 法 却 
2.4.4 逐次 超 松 弛 迭代 法 
设 方程 组 (2.2) 的 系数 矩阵 A 满足 a; 关 0(1 二 1,2,…,n)。 把 A 分解 为 
4 一 D+L+(1—S)pD+U 
其 中 实 常 数 w>0 称 为 松弛 因子 。 在 迭代 法 一 般 形式 (2. 24) 中 , 取 
N= LD+L, P—— (jp+o| 
”形成 以 下 的 迭代 公式 
x 一 一 (3p+L) [人 (一 喜 知 +Uk® 十 
(#5 +L) (k = 0,1,..:) (2. 32) 


其 中 x”ER" 任 选 。 由 迭代 公式 (2. 32) 所 表示 的 迭代 法 称 为 逐次 超 松 弛 友 代 法 (Successive Over 
Relaxation Method) ,简称 SOR 方法 。 当 w==1 时 , 式 (2.32) 就 是 GS 法 。SOR 方法 (2. 32) 的 友 代 
矩阵 是 


cpt+o [0-3joto 
在 实际 使 用 SOR 方法 时 ,为 避免 求 二 D 十 L 的 逆 矩 阵 , 把 其 选 代 公式 (2. 32) 作 如 下 的 变动 :用 
上 LD +L 左 乘 式 (2. 32) 两 端 ,并 经 整理 ,得 


(sD +L)x* 一 一 [人 - jp 二 De +b 


1 pyery = xt 0 jp +U kk® +b 
w w 


ED) 一 一 DEL We 和 +D'Uk® +D"'b| 
它 的 分 量 形式 是 
1 一 】 EO 
ii 十 1 们 六 p, 
TD — 中 | — xr ly (1 元 jz 多 >, rk + | 


j=1 Ui 了 一 寺 -] 下 


(1 = 12 .nn; k=0,.1,..) (2.33) 
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式 (2. 33) 是 SOR 方法 实际 计算 公式 。 
由 定理 2.8 得 到 
定理 2.17 SOR 方法 收敛 的 充分 必要 条 件 是 p(Gs) 二 1。 
由 定理 2. 9 得 到 
定理 2.18 如 果 | Gs | <1, 则 SOR 方法 收敛 。 
定理 2. 19 SOR 方法 收敛 的 必要 条 件 是 0 二 w=<2。 
证 因为 


所 以 
det Gs 一 (一 1)" 。 det (=D +L) 。 det| (1 -jp+tv|= (1 — w)” 
因而 Gs 的 所 有 特征 值 Al ,人 > 9 满足 
AAA = (1 一 @)”? 
如 果 SOR 方法 收敛 , 则 pC(Gs) 二 1, 从 而 有 
| 1 一 ol<1，0<w<<2 

证 毕 。 

定理 2.20 如 果 方 程 组 (2.2) 的 系数 和 矩 阵 4 是 主 对 角 线 按 行 (或 按 列 ) 严 格 占 优 阵 , 则 用 
0<<ow 委 1 的 SOR 方法 求解 必 收 化。 


证 ”由 定理 条 件 知 ( 赴 DL) 存在 。 假 定 0<w<1 的 SOR 方法 不 收敛 , 则 根据 定理 2. 8， 


Gs 必 有 一 个 特征 值 J， [yl 之 1 ,并 且 应 有 
det(n 1 一 Cs ) 一 0 


注意 到 
ni-Gse=wT+(zD+L) [0(- 二 jp+o]= 
(sD+L) ((a? +L)+ 志 [|(1-)p +U|)= 
p70) rer 
记 
B= (t+tr+ti0 
则 
det(y1—G)=. det[( tr) 。det B 


ho 到 0， det (5D +L) 0 
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设 B= 6, J,x, ; 则 


b, = 三 (一声 )+ 二 | 
A Ww Ww 
他， 1 >] 

b;; ~ 一 

人 i < 
4 


因 | 0 全 1,0<o 妇 1 , 故 
1 1 1 1 、/ 1 
20 
| b;: | 之 | Ci 
| ij | 之 | bi; | ， 2 天 7 
于 是 ,由 4 是 主 对 角 线 按 行 (或 按 列 ) 严 格 占 优 阵 可 推 知 B 也 是 主 对 角 线 按 行 (或 按 列 ) 严 格 占 
优 阵 ,因而 det B 关 0, 并 得 出 
det(uI—Gs)0 
所 出 现 的 矛盾 证 实 定理 的 结论 成 立 。 
证 毕 。 
当 w==1 时 ,由 此 定理 可 得 定理 2. 15。 
定理 2.21 如 果 方 程 组 (2. 2) 的 系数 矩阵 4 是 正定 矩阵 , 则 用 0 二 w<<2 的 SOR 方法 求解 
证 因 4 是 正定 矩阵 , 故 a 之 0(i=1,2,…,n),D 也 是 正定 矩阵 , ( 沁 D 十 L)】 存在 ;又 因 
4 对 称 , 故 U=L7', 壕 代 和 矩阵 为 
c 一 (+ 0- 二 + 
设 4 是 Gs 的 任 一 特征 值 ,相应 的 特征 向 量 为 y, 则 有 
Gsy= iy 


-[(1—)D+tr ly =2(ED+L)y (2. 34) 


一 0 -地 jp +L" |= 去 | (各 一 1)D-A+L—L"| 
oe He) 
代入 式 (2. 34) ,并且 用 y 左 乘 所 得 等 式 两 边 ,得 到 
吕 [ (1)D-A+tL-L ly = (1)D+ATL-L' ly (2.35) 


因 D 和 A 都 是 正定 矩阵 ,y 夫 0, 所 以 
yDy=4d>0, yiAy=a>s0 
又 设 y Ly 二 4 十 iB, 则 y"L y= 二 a 一 8。 于 是 ,由 等 式 (2. 35) 得 到 


二 _1 qd 一 4 十 2pi 
,_ (#7 


(SE —1)a+at 28i 
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(二 1)d—a 一 (二 -1jd+as 
由 此 可 知 |4| 二 1, 从 而 o(Gs)<1,SOR 方法 收敛 。 
证 毕 。 
当 w= 二 1 时 ,由 此 和 定理 可 得 定理 2. 16。 
例 11 试用 w=1.25 的 SOR 方法 求解 方程 组 


4 十 37， 一 16 
37xl 十 4z 一 Za 一 20 
一 Zaz 十 473 二 一 12 
要 求 | x ”一 xz 下 <=<0.000 05。 
解 ” 此 方程 组 的 系数 矩阵 
4 3 0 
4 一 |3 4 一 ] 
0 一 1 4 


是 正定 矩阵 , 故 用 w=1.25 的 SOR 方法 求解 必 收 仿 。 选 代 公 式 为 

Zi 一 1.25( 一 0.27z 人 的 一 0.75z5 十 4) 

2 一 .25( 一 0.757zD 一 0.27 多 十 0.257 的 十 5) 

ZX = 1.25(0.25xt 一 0.2z9 一 3) 

(k=0,1,.) 
计算 结果 见 表 2-3。 由 于 | x22 一 2 ?= 二 0. 000 04 过 0.000 05 , 故 得 方程 组 的 解 为 
ZL > 1.50001， xz 多 3.333 33， X73 多 一 2.166 67 
表 2-3 例 11 计算 结 果 


| | ns 
| | i 
EC EE 


使 用 SOR 方法 求解 线性 方程 组 ,首先 要 选择 松弛 因子 w。 所 选 出 的 w, 不 仅 要 使 迁 代 法 收 
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化 ,而 且 应 有 高 的 收敛 速度 。 在 例 11 中 ,如 果 选 w=1, 也 就 是 用 GS 法 ,那么 要 得 到 同样 精度 
的 结果 需要 迭代 22 次 。 关 于 如 何 选取 最 佳 松 弛 因子 的 问题 ,至 今 仍 没有 有 效 地 解决 。 在 实际 
计算 工作 中 ,经 常 采用 试 算 的 方法 寻找 较 好 的 松弛 因子 。 特 别 在 同时 求解 多 个 具有 相同 系数 
矩阵 的 线性 方程 组 时 ,通过 试验 找 出 恰当 的 松弛 因子 能 大 大 提高 计算 效率 。 


习 题 


1. 在 三 位 十 进 制 的 限制 下 , 试 分 别 用 顺序 Gauss 消去 法 和 列 主 元 素 Gauss 消去 法 求解 方 
程 组 


5zl 十 0.96z: 十 6.5zs 一 0.96 
2zl 十 4.5xz 十 0.36zi 一 0.02 
(精确 解 为 x 二 一 2. 6,zxs 一 1,zi 一 2) 
2， 顺 序 Gauss 消去 法 中 ,k=1 的 消 元 过 程 相当 于 用 一 个 nxn 非 奇异 矩阵 已 左 乘 增 广 和 矩阵 
[4 ,5], 即 


| tent 3. 1]73 一 6 


PiLA4,D] 一 14 82 
试问 :Pi 是 什么 样 的 矩阵 ? 
3. 试问 :交换 增 广 和 矩阵 [4 ,bj] 的 第 有 行 与 第 i 行 ,相当 于 用 一 个 什么 样 的 矩阵 @; 左 
乘 L4” ,b*]? 
4. 试 统计 Doolittle 分 解法 求解 n 元 线性 方程 组 所 需 的 乘除 法 运算 次 数 。 
5. 试用 不 选 主 元 的 Doolittle 分 解法 求解 方程 组 
3.2T1 一 1.4x,; 十 zi 一 2.5 
| 4Z1 十 .8zrs* 十 3z = 二 1.8 
9. 9X1 十 5.27xs 一 4x3 一 7.2 
6. 试用 选 主 元 的 Doolittle 分 解法 求解 方程 组 


1 8 2 31rz 12* 
一 6 —3 8 lllzx, 40 

2 4 42||z, |-50 

10 D 一 5 6j|z 80 


7. 设 上 下 半 带 宽 分 别 为 s 和 7r 的 nxXxn 带 状 和 矩阵 A 的 带 内 元 素 已 存放 在 (r 十 s 十 1) xn 的 
矩阵 C 中 ,已 知 y= (yi ,yo ,ya) "WU 一 Ay, 试 写 出 由 和 矩阵 C 的 元 素 计算 wu 的 分 量 zx (ii 一 1,2， 
…,n) 的 计算 公式 。 

8. 试用 追赶 法 求解 下 列 方程 组 


8 —1 X] 2.2 
2 8 1 2 一 2.54 
1 8 一 1 X31 二 8. 26 

2 8 工 | | 8. 32 
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(精确 解 为 ri 王 0. 21,z* 一 一 0.52,z3 一 1.2,zi 一 0.82,zs 一 一 0.64) 
9. 在 八 位 十 进 制 的 限制 下 ,试用 列 主 元 素 Gauss 消去 法 求解 方程 组 
0. 216 lz 十 0.144 lzx; = 0. 144 
1.296 9zli 十 0.864 8x, 一 0.864 2 
(精确 解 为 z+) 二 2,x; 二 一 2) ,并 求 它 的 系数 矩阵 的 ( 行 范 数 ) 条 件数 ,计算 结果 说 明 什 么 问题 ? 
10. 设 4 是 正 交 算 阵 , 试 证 :4 的 ( 谱 范 数 ) 条 件数 等 于 1 。 
11. 设 4 是 非 奇 异 抢 阵 ,b》 尖 0,x 是 方程 组 4x 一 的 一 个 近似 解 ,用 x* 表示 其 精确 解 , 记 
r 二 b 一 Ax( 称 为 残 差 ) ,证 明 
| xy C—x| 
上 Ex 


] 9. 99 
ef 
0.99 0.98 1 


已 知 方程 组 4x 一 户 的 精确 解 为 yx 二 (100, 一 100)7， 
(1) 计算 4 的 ( 行 范 数 ) 条 件数 ，; 
(2) 取 x= 二 (1,0)' ,计算 残 差 r 二 b 一 Ax; 
(3) 取 x 一 (100. 5. 一 99.5)7 ,计算 残 差 r 二 b 一 Ax，。 
本 题 计算 结果 说 明 什 么 问题 ? 
13. 试 判 断 下列 和 迭代 公式 产生 的 向 量 序列 {xz2 } 是 否 收 伍 , 其 中 qi ,ds ,ds 是 常数 ,xo E Rs 


任 取 。 
工人 Xx di 
(1) 中 + (k=0,1,2,.); 
3 3 3 
Ti 0.2 0.5 一 0.11 rz” di 
《2 ) 中 0 一 0.8 0. ] 国 四 
$+ —0.4 0.2 0.3] Lz® ， 
14. 试 证 明 下 列 和 迭代 公式 产生 的 向 量 序列 {xze2 } 必 收 和 伍 ; 并 问 : 此 迭代 公式 收 伍 于 哪个 线 

性 方程 组 的 解 ” 其 中 x“”E Ri 任 取 。 

Ti 全 一 0.47z 和 十 0.2z9% 十 1 

2 一 0.25z 人 一 《一 0.57z0 十 2 

Ti 一 0.257z 人 十 0.57z 多 十 0.8z 和 十 3 

(k=0,1,2,..) 


Fr 
< cond(4) pl 


12. 设 


1 
2 
Z 


| 


2 2 
1 2 
< 1 


(k=0,1,2,.)., 


15. 设 有 方程 组 


一 Xl 十 4z; 十 27 二 10 
271 一 DZ 十 1073 一 1 
用 Jacobi 迭代 法 求解 ,要 求 满足 上 x*' 一 xz 下 -< 委 10 一 时 和 迭代 终止 ,并 判断 迭代 过 程 是 否 收 
伍 ? 
16. 讨论 用 Jacobi 进 代 法 求解 方程 组 Ax=b 的 收敛 性 ,其 中 


| DZl 十 2z 十 XxX; 二 一 12 
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2 CO—1 1 12 一 2 
Da l :| wa | 
1 1 一 2 2 2 
1 1 
1 一 2 2 ! 5 一 人 
(3) 筷 == - | (4) 4 一 | 一 1 1 一 | 
一 4 一 2 1 1 1 
2 5 | 
17. 用 Gauss - Seidel 欠 代 法 求解 第 15 题 的 方程 组 , 当 满 足 | xc 一 xz | -< 10 一 时 结 
束 适 代 , 并 判断 迭代 过 程 是 否 收敛 ? 


18. 讨论 用 Gauss - Seidel 迭代 法 求解 方程 组 Ax 二 4b 的 收敛 性 ,其 中 4 由 第 16 题 给 出 。 
19. 为 求解 方程 组 


1l0x!— 27， 一 3 
271 十 107z 一 xi 二 15 
试 写 出 一 个 必 收 和 敛 的 迭代 公式 ,并 说 明 收 敛 的 理由 。 
20. 设 和 A 是 2X2 和 矩阵 , 且 a1j 关 0,azws 关 0, 试 证 :对 方程 组 4x 王 ,Jacobi 迭代 法 和 Gauss - 
Seidel 迭代 法 同时 收敛 和 发 散 。 
1 a a 
入 一 l , 
a a 1 
其 中 a 为 实数 ， 


21. 设 

(1) a 取 何 值 时 ,用 Jacobi 迭代 法 求解 4x 一 收敛 ? 

(2) a 取 何 值 时 ,用 Gauss - Seidel 迭代 法 求解 4Ax 一 户 收 敛 ? 

22. 试 由 系数 和 矩阵 4 直接 判定 Gauss - Seidel 迭代 法 求解 方程 组 4Ax 一 志 必 收 伍 , 其 中 


| Xl 十 27， 一 57zi 一 10 


] ] 0 
和 一 | | 2 一 2 
0 一 “< 9 


23. 试用 SOR 迭代 法 ( 取 w 一 0.9) 求 解 方程 组 
OZi 十 zz 十 za 一 一 12 
| 一 2 十 4zs 十 ZXx3 一 20 
2X1 一 3zz 十 10zs 一 3 
当 满 足 x” 一 x* 中。 <<10“ 时 和 迭代 终止 ,并 证 明和 迭代 过 程 是 收敛 的 。 
24. 试用 SOR 迭代 法 ( 取 w 王 1. 25) 求 解 方程 组 
27zl 十 27zs 一 27z 一 1】 
| 2X1 十 57Zs 一 47za 一 2 
一 2X1 一 47zs 十 5xs 一 0 
当 满足 1xz ”一 z -< 乏 10“ 时 和 迭代 终止 ,并 证 明 迭 代 过 程 是 收敛 的 。 
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设 A 是 nxXn 和 矩阵 ,如 果 数 4 和 维 非 零 向 量 x 满足 
Ax = Ax 
则 称 * 为 矩阵 4 的 一 个 特征 值 ,x 称 为 矩阵 4 的 属于 4 的 特征 向 量 。 
在 工程 技术 中 ,计算 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 主 要 使 用 数值 解法 。 本 章 将 阐述 其 中 几 种 ， 
”并 且 只 限于 讨论 实 和 矩阵 的 情形 。 


3.1 点 法 和 反 带 法 


3.1.1 才 法 


宪法 主要 用 于 计算 矩阵 的 按 模 为 最 大 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 。 
设 nxXn 实 和 矩阵 和 具有 ?7 个 线性 无 关 的 特征 回 量 x; 9X2 9 ,其 相应 的 特征 值 AI yp ，… 
4, 满足 不 等 式 
1 | 二 | 4 | 宇 | 4; | 宇 … 宇 | 入 | (3.1) 
其 中 Ax; 二 4x; (i 二 1,2,…,n)。 现 在 要 求 出 A 和 相应 的 特征 向量 。 
任 取 一 nn 维 非 零 向 量 w ,从 wu 出 发 ,按照 如 下 的 弟 推 公式 
U, = Au;: (k= 1,2,.) (3.2) 
可 产生 一 个 向 量 序列 {4) ,分 析 这 一 序列 的 收敛 情况 ,可 从 中 找 出 计算 如 和 相应 的 特征 癌 量 
的 方法 。 
因 n 维 向 量 组 x; ,xs ,… ,x 线性 无 关 , 故 对 于 向 量 uw , 必 存 在 唯一 的 不 全 为 零 的 数组 ai， 
0,，… ,a,， 使 得 
Wo 一 alXi 十 QoXo 十 … 十 Q 
由 式 (3. 2) 可 得 
1 一 AR 一 4 一 … 一 4 = 
axl 十 QzA*xz 十 十 Qn 和 "xX, 一 
altxl 十 azM2xs 十 … 十 aoAxX。 一 


IEE : (3. 3) 
设 a 了 关 0。 由 于 有 式 (3.1) 成 立 , 故 从 式 (3.3) 可 看 出 , 当 上 充分 大 时 ,有 


UU A ATQI Xi 
因为 矩阵 的 特征 向 量 与 任何 一 个 非 零 常数 相 乘 之 后 仍 是 该 矩阵 的 属于 同一 个 特征 值 的 特征 癌 
量 , 所 以 , 当 友 充分 大 时 ,由 迭代 公式 (3.2) 产 生 的 下 可 近似 地 作为 矩阵 4 的 属于 Ai 的 特征 回 
量 。 和 迭代 公式 (3. 2) 实 质 上 是 


1 一 A“uo 
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故 称 这 种 迭代 法 为 窒 法 。 如 果 所 选取 的 uo 使 得 ai 二 0, 那 么 由 于 计算 过 程 有 舍 入 误差 的 影响 ， 
必然 会 在 迭代 的 某 一 步 产生 这 样 的 矿 , 它 在 辣 方向 上 的 分 量 不 为 零 。 这 时 ,相当 于 以 ui 为 初 
始 向 量 重新 开始 迭代 。 

实际 计算 时 ,为 了 避免 迭代 向 量 wu 的 模 过 大 ( 当 |4, | 放 1) 或 过 小 ( 当 |X | 二 1), 通 常 每 迭 
代 一 次 都 对 wu 进行 归 一 化 ,使 其 范 数 ( i 1: 或 上 。，|,) 等 于 1。 因 此 ,实际 使 用 的 迭代 公 


式 是 
Hr!) 
yl 一 订阅 
| Tu (3.4) 
WU 一 Aye 
由 六 代 公式 (3.4) 可 知 
u, = _Aup -一 AW: 一 。。 一 Au, | 
we | Au, | | 4 和 :az | 
因 而 
yA 
wl | Aw, | 
A tk A \* 
k Ql1XI + (全) xX2 十 …… 十 中 ( 息 】 Xn 
( 4 A (3.5) 
| 4 | A \”“ MA 
Ql XX) to) X22 十 … 十 ww( 定 和 XX 
1 
由 于 式 (3. 1 成立, 故 当 Ac 时 , 若 为 >>0, 就 有 闪 一 下 忆 六 T, 即 六 有 确定 的 极限 ;车 天 0， 


则 yi 的 各 个 分 量 之 模 有 确定 的 极限 ,而 y, 各 个 分 量 的 正 负 号 每 迭代 一 次 就 改变 一 次 。 无 论 
是 哪 一 种 情况 都 说 明 , 当 & 充分 大 时 ,由 式 (3.4) 得 到 的 y_; 可 以 近似 地 作为 4 的 属于 4 的 特 
征 和 癌 量 。 

关于 4 的 计算 ,有 两 种 方法 可 供 选择 。 第 一 种 方法 ,在 式 (3.4) 中 使 用 范 数 | .|| , ,并且 


今 
B: = yiiu: : (3.6) 
那么 ,由 于 ui 一 Ay_1;, 并 根据 式 (3.5) 可 得 
T 2 ..T 
lim a | CT Xl Xl 4 
mh Tanli Taxnl:™ Tam) ™—% 


把 式 (3.4) 和 (3.6) 结 合 在 一 起 ,得 到 第 一 种 备 法 迭代 格式 ， 
任 取 非 零 回 量 Uo EE R” 


Me!1 = VU Ue 
Oo Wn 
了 -1 Uhl/ Nei (3.7) 
U: 一 yi 
B: = yi 
(k= 1,2,..) 


当 | 及 一 B-11/18. | 二 (允许 误差 ) 时 , 迁 代 终止 ,以 当前 的 及 作为 和 的 近似 值 ,以 y,_ 1 作 为 4 
的 属于 4 的 特征 向 量 。 
第 二 种 方法 是 在 式 (3. 4) 中 使 用 范 数 | 。 |. ,并 且 令 
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T 
8, = Er-L 、 (3. 8) 


EY] 
这 里 假定 wu_1 的 第 r 个 分 量 为 模 最 大 的 分 量 , 当 上 足够 大 之 后 ,r 保持 定 值 ;e, 是 ”维基 本 单位 
向 量 , 它 的 第 + 个 分 量 为 1, 其 余 分 量 为 零 。 由 于 w= 二 Ay 1, 并 根据 式 (3. 5) 可 得 | 


把 式 (3.4) 和 (3. 8) 结 合 在 一 起 ,得 到 第 二 种 具 法 兴 代 格式 : 
任 取 非 零 向 量 wo == (hi ,hi ) 


| 六 ”| 一 max |A | 
3 (3. 9) 
Us = Aye1 = (hi sh ) 
有 = sgnCh®™ 1 )h® 
(k= 1,2,.*) 
终止 迭代 的 控制 也 用 | 一 B11/1B | 三 e, 当 前 的 及 和 yi-1 即 分 别 作 为 4， 和 与 其 相应 的 特征 向 
量 。 在 迭代 格式 (3.9) 中 ,hi | 二 wi | ,sgn(hr 了 了) 二 er yri1sh 二 elui。 


两 种 迭代 格式 (3.7) 和 (3.9) 相 比较 ,格式 (3.7) 编 制程 序 容易 ,迭代 一 次 所 需 时 间 较 短 ; 格 
式 (3.9) 每 迭代 一 次 都 要 判断 w-: 的 第 几 个 分 量 的 模 最 大 ,因而 所 需 时 间 较 长 ,但 它 在 计算 过 
程 中 售 人 误差 的 影 啊 比 格式 (3.7) 小 。 
设 和 矩阵 4 的 特征 值 4;(i 二 1,2,…,n) 满 足 条 件 
A 二 A 二 二 A, 
| 4 | 4or | 之 | 4 | 宇 … 之 | 4 | (3. 10) 
但 4 仍 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 这 时 ,由 式 (3.5) 可 看 出 ,只 要 ai ,as,… ,a 不 全 为 零 , 则 
当 A 盖 0 时 ,有 


QI XI 十 QzX2 十 … 十 Qnrn 
| QlX1 十 QoXz 十 … 十 an 大 mn | 


lim y = 
kr oc 
当心 <<0 且 有 足够 大 时 ,有 
a (1 ai 十 ax 十 十 cmxkm 
y (1) | QiXi 十 asxs 十 十 anxn | 


由 于 问 量 wx 十 asxs 十 … 十 aonxam 仍 是 4 的 属于 4 的 特征 向 量 , 故 使 用 帘 法 迭代 格式 (3. 7) 和 
(3.9), 当 有 足够 大 时 ,yi 都 可 以 近似 地 作为 4 的 属于 Ai 的 特征 向 量 , 而 两 种 迭代 格式 中 的 及 


都 收敛 于 Ai 。 
例 1 求 矩 阵 
6 一 12 6 
4 一 | 一 21 一 3 24 
-12 一 12 51 


按 模 最 大 的 特征 值 4 和 属于 义 的 特征 向 量 ,要 求 |& 一 B&_11/18.| 志 0.000 1。 
解 ”采用 本 法 迭代 格式 (3. 9) 进 行 计算 。 计 算 结 果 见 表 3 - 1, 表 中 的 数字 只 写 到 小 数 点 
后 第 四 位 。 
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表 3-1 例 1 计 算 结 果 


T 
3 


一 1.000 0 一 0.571 4 


因 所 已 满足 条 件 , 故 4 的 模 为 最 大 的 特征 值 是 和 :s45.000 1, 相 应 的 特征 向 量 为 
Yi 2 (0.0016,. 一 0.5016, 一 1)7 
[精确 结果 是 加 王 45,x 一 (0, 一 0.5, 一 1)7] 
对 大 法 这 里 只 限于 讨论 特征 值 满 足 式 (3. 1) 或 (3. 10) 的 两 种 情况 。 如 果 在 宪法 和 迭代 格式 
(3.7) 和 (3.9) 的 迭代 过 程 中 , 当 上 逐渐 增 大 时 ,y; 总 是 波动 不 定 , 说 明和 矩阵 4 的 特征 值 不 满足 
式 (3.1) 和 (3.10)。 这 时 最 好 改 用 其 他 方法 计算 4 的 特征 值 和 特征 向 量 。 


圭 法 的 收敛 速度 与 比值 [ 式 (3. 1) 的 情况 ] 或 | 冬 革 |[ 式 (3.10) 的 情况 ] 有 关 , 比 值 越 


守 
小 ,收敛 速度 越 快 。 此 外 , 当 和 矩阵 4 没有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 寡 法 仍然 可 以 使 用 ,但 收 
敛 速度 特别 慢 , 应 改 用 其 他 方法 。 


3.1.2 及 只 法 


设 nXxn 实 和 矩阵 A 非 奇 异 , 且 具有 ?个 线性 无 关 的 特征 向 量 xi,x ,… ,x, ,其 特征 值 满足 
| | 之 | 4 | 宇 …… 宇 | 4 | 二 | 
其 中 4x, 一 MixiG 一 1,2,……,2) ,现在 要 计算 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 M1, 以 及 相应 的 特征 向 量 。 
因 A 非 奇 异 , 故 4 了 关 0(i1=1,2,…,n)。 由 
Ax, = A,x. 


得 
A-ix; 一 i (i = 1,2,°,n) 
所 以 ,元 是 矩阵 4-: 的 按 模 最 大 的 特征 值 ,zx, 是 4-: 的 属于 苇 的 特征 向 量 。 于 是 ,对 挎 阵 4-! 


使 用 宪法 迭代 格式 (3.7) 或 (3.9) 就 可 求 出 半 ( 从 而 求 出 入) 以 及 相应 的 特征 向 量 。 这 里 使 用 
等 法 迭代 格式 (3. 7) ,得 出 如 下 的 反 守 法 选 代 格 式 : 
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任 取 非 零 癌 量 mw E R" 


P| = Vu iu 
ye! = Wp/ M1 (3.11) 
Au, 一 Vel 
Bi 一 yeius 
(k — 1 2，…) 


每 选 代 一 次 都 要 求解 一 次 线性 方程 组 Au 一 y，。 当 足够 大 时 ,A 心计 ,上 -1 可 近似 地 作为 


矩阵 4 的 属于 4, 的 特征 向 量 。 比 值 -| 越 小 . 收 全 得 赵 快 ， 
例 2 用 反 朝 法 求 矩 阵 


6 --l2 6 
A= | 一 21] 一 3 24 
—12 一 12 51 


的 按 模 最 小 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 , 要 求 | 让 "一 应 ;1 7/ 让 :| 委 0.005。 
解 ”使 用 反 寡 法 迭代 公式 (3. 11) ,计算 结果 见 表 3 - 2, 表 中 的 数字 只 写 到 小 数 点 后 第 四 


表 3-~2 例 2 计 算 结 果 


Ug 


B, 已 满足 精度 要 求 。 所 以 ,4 的 按 模 最 小 的 特征 值 为 ;区 一 一 8. 992 8, 相 应 的 特征 向 


量 为 x; 守 (0.535 9,0.800 9,0.267 1)T。 

在 实际 计算 中 常 采用 带 原 点 平移 的 反 乱 法 求 矩 阵 A 的 某 个 特征 值 *,。 此 法 的 依据 是 ; 若 
4 是 矩阵 4 的 特征 值 , 则 4 一 p 是 矩阵 和 4 一 pI 的 特征 值 ,其 中 I 是 单位 矩阵 ;反之 ,车 4 一 p 是 和 矩 
阵 4 一 pI 的 特征 值 , 则 4 是 矩阵 4 的 特征 值 ,而 特征 向 量 是 相同 的 。 事 实 上 ， 

Ax = Ax 
与 
(A— pl)x = (A— px 

可 互 为 因果 ,其 中 x 是非 零 向 量 。 
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设 已 知 数 4 是 怀 xz 和 矩阵 4 的 某 个 特征 值 4, 的 近似 值 ,并 满足 
0 二 | 4 一 Ap 有 4 一 A，1 委 :2 魏 01 关 1 
于 是 ,对 矩阵 4 一 Ap 工 实行 反 才 法 迭代 ,就 可 求 出 4 的 特征 值 M4, 及 其 相应 的 特征 向 量 。 其 中 以 
称 为 平移 量 。 具 体 说 ,就 是 把 反 窜 法 迭代 格式 (3. 11) 中 的 Aui 二 yy_1 改 为 
(A pu 一 ye.) 
当 有 足够 大 时 , 取 4 一 让 :十 4 其 相应 的 特征 向 量 近似 地 等 于 yi_1，。 

由 于 兰 法 和 反 需 法 的 迭代 是 否 收敛 依赖 于 特征 值 的 分 布 情况 ,因此 实际 使 用 时 很 不 方便 ， 
特别 是 不 适合 于 自动 计算 。 只 在 矩阵 阶 数 非常 高 ,无 法 利用 其 他 更 有 效 的 算法 时 , 才 用 军法 计 
算 按 模 最 大 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 , 而 用 反 和 宪法 计算 按 模 最 小 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 
量 。 


3.2 Jacobi 方法 


Jacobi 方法 是 用 于 求实 对 称 抢 阵 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 的 一 种 方法 。 
对 于 一 个 实 对 称 窍 阵 4=[Lay j,x; ,一 定 存 在 正 交 矩阵 U ,使 
U'AU=D 

其 中 D 是 对 角 和 矩 阵 , 其 主 对 角 线 元 素 和 (二 1,2,…,n) 是 矩阵 4 的 特征 值 ,而 正 交 和 矩阵 U 的 第 
7 列 就 是 4 的 属于 4; 的 特征 向 量 。Jacobi 方法 就 是 用 平面 旋转 矩阵 对 和 抢 阵 4 作 正 交 相 似 变换 
把 4 化 为 对 角 和 矩阵 ,从 而 求 出 4 的 特征 值 和 特征 向 量 。 

设 有 实 对 称 和 矩阵 A 二 [a; j,x,。 它 的 一 对 非 主 对 角 线 元 素 a 一 a , 且 不 为 零 (p 关 g9)。 取 
站 义 天 的 正 交 和 矩阵 UU 为 


cosg sinp 第 pb 行 

: 1 : 
Um = : 有 : (3. 12) 

: 1 : 

sinp oo oe COSO er 第 c 行 
: : ] 
: : ] 

第 户 列 第 9 殉 


UU, 的 主 对 角 线 元 素 中 ,us = wo, 二 cos 9, 其 余 为 1;U,, 的 非 主 对 角 线 元 素 中 ,us, = 一 sin 9， 
xp 一 Sin 9, 其 余 为 零 。U, 是 n 维 空间 中 的 二 维 坐 标 旋转 变换 矩阵 。 设 xER', 则 Ux 相当 于 将 
坐标 轴 Oz 和 Orz 在 z ,zy 所 在 平面 旋转 了 一 个 角度 wp, 其 他 坐标 轴 保 持 不 变 , 故 称 式 (3. 12) 的 
QU 为 平面 旋转 矩阵 。 用 Us 对 4 作 正 交 相似 变换 ,得 到 矩阵 A , 即 

4 = US AU,, = [a ] 
显然 ,4: 仍 是 实 对 称 和 矩阵 ,4;, 与 4 的 特征 值 完 全 相同 。 通 过 直接 计算 , 知 
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1) 2 “2 。 
ap = dpp OS 0 十 aoSiIm P+ Zap cos sing 


(1) __ » 2 2 。 
dgg 一 QppSIn 0 十 aorcos 0 一 2aocos 9 Sin 9 
(DD) (GD : 
dpi = Qip = apiCOs Paosing | 2 poo 
1 
ao = Qi =— apsin 0 十 ao cos 9 (3. 13) 


i; 一 dji 一 Udi;* 21 pg 
ai 一 040 一 (aw 一 op)Sin 29 二 apocos 29 


可 见 ,变换 的 结果 ,和 矩阵 4) 的 第 p 行 .第 p 列 和 第 g 行 .第 g 列 的 元 素 发 生 了 变化 ,其 余 元 素 不 
变 。 特 别 地 , 当 取 ?满足 关系 式 


app — a 
cot 20 一 oo 2 
pq 


(3. 14) 
时 ,可 以 得 到 ar 一 asp 二 0。 也 就 是 说 ,用 平面 旋转 变换 和 矩阵 Us, 对 A 进行 正 交 相似 变换 ,可 以 
将 4 的 两 个 非 主 对 角 线 元 素 4a, 和 4, 化 为 零 。 

求实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 是 一 个 迭代 过 程 ,其 迭代 步骤 如 下 : 

(1) 在 4 的 非 主 对 角 线 元 素 中 , 找 出 按 模 最 大 的 元 素 av 。 

(2) 由 等 式 (3. 14) 计 算 cot 29, 并 由 此 求 出 sin p,cos 9 以 及 相应 的 平面 旋转 矩阵 Us。 

(3) 按照 公式 (3. 13) 计 算 和 矩阵 A; 的 元 素 c9 。 

(4) 有 max|as | 一 s( 人 允许 误差 ), 则 停止 计算 ,所 求 特征 值 为 Asafo (i 二 1,2,…,n); 否 
则 , 令 4 一 4 ,重复 执行 (1), (2), (3), (4)。 

当 条 件 max| ai |<e 满足 时 ,4: 的 所 有 非 主 对 角 线 元 素 在 所 给 精度 要 求 下 近似 等 于 零 ， 
4 几乎 是 一 个 对 角 和 矩阵 。 因 此 ,可 取 4; 的 主 对 角 线 元 素 作 为 A 的 特征 值 的 近似 值 , 即 

AM af 人 (i= 1,2,..,n) 
设 经 过 NN 次 迭代 ,上 述 条 件 得 到 满足 ,又 记 第 次 迭代 所 得 的 平面 旋转 矩阵 为 0。。, 那 么 ,经 
过 NN 次 迭代 所 得 的 矩阵 为 
A! = UT 


蝇 
NAN 


“UL UL AUp oe Up Uso 
记 
U 一 U, ys U, “DU, 
则 U 是 正 交 矩 阵 ,并 且 有 
A! =U’'AU 
因为 4, 被 看 做 是 对 角 和 矩阵, 所 以 矩阵 D 的 第 7 列 就 是 4 的 属于 特征 值 N,xza 的 近似 特征 向 
量 ,并 且 所 有 的 特征 向 量 都 是 正 交 规范 化 的 。 
在 旋转 变换 中 可 以 逐步 形成 局 ,而 不 必 保存 每 一 次 的 变换 矩阵 吕 ，。 记 
ss 二 J 
今 
Ri 一 RU (k= 1,2,.%,N) (3. 15) 
则 
U=R,、 


根据 式 (3. 15) ,计算 矩阵 R, 的 元 素 ri? 的 公式 为 
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) 
rip = Trip COs p+ria sin 9 
rig =— rip sin p+ ri cos 9 


(3.16) 
ri = jpi,gs 
(1 = 1,2,3,.*,n) 

用 Jacobi 方 法 计算 nxn 和 矩阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 ,每 欠 代 一 次 都 要 按 公 式 (3. 13)、 
(3.14) 和 (3. 16) 计 算 一 次 。 计 算 量 主要 是 乘法 的 次 数 , 约 为 8n 次 。 

关于 Jacobi 方 法 的 收敛 性 ,有 以 下 的 定理 。 

定理 3.1 设 A=[La;j,x, 是 实 对 称 和 矩阵 ,由 Jacobi 方法 的 第 六 次 迭代 得 到 的 矩阵 记 为 
和 .二 Lay jx,, 又 记 


六 一 > (Ca 的 3 
则 有 lim 大 一 成 立 。 
Ric; 
证 令 
六 oo: 
1 一 1 


由 式 (3. 13) 经 过 计算 ,并 注意 到 


Fa — a )sin 2 十 aoeos 20 一 0 


可 得 
(a) 二 an) = (aw) + (Cad) +2aw) 


ai 一 aa i 闫 p,q 
所 以 
8 = 6, + 2a )? 
因 实 对 称 和 矩阵 经 过 正 交 相似 变换 后 ,其 元 素 的 平方 和 不 变 , 即 
Wl 十 O01 二 十 人 


故 有 
71 一 了 一 (0 一 2) 一 大 一 200z ) 
又 因 
| ao |= max | a | 
故 得 
mn nn (a ) 
从 而 有 


2 2 oe 2 | 
Wel 一 一 六 2(as ) 二 fe n(n - 了 了 一 11 n(n DD | (3, 17) 
反复 使 用 式 (3. 17), 得 


2 kl1 
Nl 委 1 一 jr | mo 
其 中 加 是 和 矩 阵 4 的 非 主 对 角 线 元 素平 方 之 和 。 
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由 于 


2 
2 一 1 
ol DD 


所 以 有 lim m=0,。 

证 毕 。 

前 面 叙 述 的 Jacobi 方法 又 称 为 经 典 的 Jacobi 方法 。 它 每 次 闪 代 都 是 把 按 模 最 大 的 非 主 
对 角 线 元 素 am 作为 消 元 对 象 。 不 论 实 对 称 失 阵 4 的 特征 值 如 何 分 布 ,经 典 的 Jacobi 方法 总 
是 收敛 的 ,而 县 当 4 的 阶 数 不 太 高 时 ,收敛 速度 还 比较 快 。 此 外 ,这 个 方法 具有 较 强 的 数值 稳 
定性 , 求 得 的 结果 精度 一 般 都 比较 高 ,特别 是 求 得 的 特征 向 量 正 交 性 很 好 ,这 是 其 他 方法 所 不 
如 的 。 经 典 的 Jacobi 方法 的 缺点 是 ,不 能 有 效 地 利用 气 阵 的 各 种 特殊 形状 (例如 带 状 或 稀 政 
等 ) 以 节省 工作 量 。 这 是 因为 它 的 迭代 过 程 中 一 般 都 会 破坏 原 矩 阵 的 特殊 形状 。 还 有 其 他 一 
些 缺 点 。 例 如 ,绝对 值 较 小 的 特征 值 精度 差 一 些 ; 由 于 每 迭代 一 次 都 要 在 非 主 对 角 线 元 素 中 寻 
找 模 数 最 大 的 元 素 , 因 而 比较 费时 间 。 

为 节省 计算 时 间 , 提 高 精度 ,实际 使 用 的 Jacobi 方法 常 采 取 以 下 的 措施 。 

(1) 按 行 循环 消 元 , 即 在 迭代 过 程 中 ,旋转 矩阵 U,, 中 的 (p,q) 按 照 下 列 次 序 选取 ， 

《1,<)， 1) 3) C1,n), 2 3) 24)， 和 (272) (2 一 1 ,72) 

如 有 果 |ay | 与 主 对 角 线 元 素 的 平方 和 之 比 很 小 ,这 一 步 就 可 以 跳 过 。 从 (1,2) 到 (n 一 1,n) 称 为 
一 轮 。 也 可 以 采用 变 容 限 循环 消 元 法 ,就 是 在 每 一 轮 消 元 时 ,都 给 定 一 个 控制 量 s, 称 为 消 元 
容 限 ,如 果 |as | <<e 就 跳 过 这 一 步 。 容 限 。 的 值 逐渐 减 小 ,最 后 可 取 接 近 计 算 机 所 能 表示 的 最 
小 正 数 作为 容 限 。 

(2) 计算 旋转 矩阵 中 的 sin p 和 cos 2 对 于 计算 结果 的 精确 度 有 很 大 影响 。 为 了 使 得 计算 
sin 和 cos 9p 尽 可 能 准确 ,可 采用 下 面 的 公式 : 


f=- 2 ~ 一 pe Ce 
pq 
fe I1t|=1 
COs 20 = 
1z| (+z)-?,，|it| 宇 1 
[1 |i|l<=<l1 
sin 20 = ) 
sgnz。(] 十 z:) 7， | 之 1 


cos 0 一 [39 十 cos 29) | 


slIn 20 
2Ccos 9 


3.3 QR 方法 


sln 0 一 


3.3.1 和 矩阵 的 QR 分 解 


把 矩阵 4 分 解 为 一 个 正 交 和 矩阵 Q 与 一 个 上 三 角 和 矩阵 R 的 乘积 , 称 为 矩阵 4 的 正 交 三 角 分 
解 ,简称 QR 分 解 。 下 面 讨论 对 矩阵 作 QR 分 解 的 可 能 性 和 分 解 方法 。 
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设 vER" 是 单位 向 量 , 即 vv=1, 令 


H=1— 2vv’ (3. 18) 
其 中 I 是 n xn 单位 矩阵 。 易 知 , 由 式 (3.18) 确 定 的 矩阵 HH 满足 
五 =H 


了 8 = (TT— 2yv CT— 2vv')—= 1-— dvy' +4v(viv)yt 一 于 

因此 ,H 是 对 称 正 交 和 矩 阵 。 

由 式 (3. 18) 确 定 的 矩阵 H 称 为 Householder( 豪 斯 荷 尔 德 ) 矩 阵 , 又 称 为 镜面 映射 矩阵 。 
由 式 (3. 18) 看 出 ,Householder 和 矩阵 HH 由 单位 向 量 v 唯一 确定 。 

引 理 3.1 设 有 非 零 回 量 sER"” 和 单位 向 量 eER", 必 存在 Householder 和 窍 阵 玉 , 使 得 

Hs 一 ae 

其 中 a 是 实数 ,并 且 |a| 二 Vs's，。 

证 取 单 位 向 量 

v= Fs —ae) (3.19) 


其 中 p=V (s 一 ae)'(s 一 ae)。 把 式 (3,19) 代 入 式 (3. 18) 形 成 Householder 矩阵 豆 , 则 有 


Hs = (TT— 2vy')s — $s— ors —ae')s— Ss— sre -— ae!'s) 


因 
O° = (Ss—ae)'(s—ae)— 2(ao— ae's) 
故 
Hs 一 SS 一 OP 一 ae 
证 毕 。 
定理 3.2 任何 nxn 实 矩阵 4 总 可 以 分 解 为 一 个 正 交 和 矩阵 Q 与 一 个 上 三 角 和 矩阵 R 的 乘 
积 


证 ”用 构造 法 证 明 。 
设 4 全 [Lo je 一 (0 ,0,1.0.…,0) 是 维基 本 单位 向 量 . 它 的 第 7 个 分 量 为 1, 其 
余 分 量 为 零 。 
设 an(i 二 2,3,…,n) 不 全 为 零 , 令 
S11 = (a al) 
0 一 一 sgn (an)Vsis，( 若 ==0, 则 取 o 一 /SITS)，) 
Ul =—=$s)— ce; 
构成 Householder 算 阵 
五 ; = 1 — 2uul/ (uiu) 
根据 引 理 3. 1, 有 
His; 一 Cel = (co.0..0)) 
因而 有 


(2 
ia Hil2 机 ln 
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-一 
若 an (i 二 2,3,…,n) 全 为 零 , 则 取 五 ; 一 工 ,并 且 

A, 一 五 4 一 和 
设 c2 (i 二 3,4,…,n) 不 全 为 零 , 令 
$2 = (0 和 se ,an ) 
cs 二 一 sgn (ab2?)Vslss (车 as? = 0, 则 取 cs =vVs2s2) 
UH» 一 $2» C28? 


构成 Householder 矩阵 


1 0 
H;, 一 了 一 2uui/(U2 Us) = |。 w | 
其 中 W) 是 x 一 1) X (一 1) 和 矩阵 ,可 得 


H,s; = 一 〔?e2 一 《0 ,cs ,0，…,0) 


、 《2) (2) , (2) 
[a U1l2 Ui U1 
0 cs a oe azn 
和 A; -一 五 :4， 一 一 : 0 
3 (3) 
| 已 a "** nn 


若 a2 (i 二 3,4,…,n) 全 为 零 , 则 取 五 , 一 工 ,并 且 
A, -一 H,A, -~ 一 入， 
一般 地 , 设 按照 上 述 方 法 已 得 到 矩阵 A,(r 写 2) ,又 设 afp (= 一 r 十 1,r 十 2 ,20) 不 全 为 零 ， 
则 令 


加 Cry (Cry TT 
伟 ，。 一 《0，… 0 a, "onr ) 


c 二 一 sgn (a )Vsis， 《车 a = 二 0, 则 取 c, 一 Vsr 5,) 
U, 一 $,— ce, 


构成 Householder 和 矩阵 


1, 0 
H, = 1— 2uul/(u uu,) = | | 
0 W, -| 
其 中 工 _ ,是 (> 一 1) XxX(r 一 1) 单 位 矩阵 ,W,_1 是 (x 一 r 十 1)X(n 一 r 十 1) 和 矩阵 ,可 得 


H., s. 一 《CE 一 (Os ,Oc 0，…,0) 


a (2) 2) oe (2) 

Cl dly U1! U1in 
(rrly) {r-l1) 

(人 Hr.r-l Urn 

.i 一 H.A. 一 一 ， ， 
(rl) C1) 
他] .ri ril.n 
(m1) 《rr 二 -17 

Hn!l 


nn 


如 果 ao (i==r 十 1,7 十 2,…,n) 全 为 零 , 则 取 H, 二 1, 这 时 有 4h,.: 二 H,A, 二 A,。 
于 是 , 当 +=n 一 1 时 ,就 得 到 Householder 矩阵 (或 者 是 单位 矩阵 )H' ,H;,… ,Hi ,使 得 
A, 一 万 万 ,*…HA (3. 20) 
是 一 个 上 三 角 和 矩阵 。 由 式 (3. 20) 得 
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A= (HH,,*…H) A, = HH,*\…H, A., 
记 
0O= HH,-.…H,,, R=A4, 
则 有 
A=OR 
其 中 8 是 正 交 和 矩阵 ,R 是 上 三 角 和 矩阵 。 
证 毕 。 
对 7x7 实 抢 阵 4 作 QR 分 解 ,实际 计算 时 不 必 具 体形 成 矩阵 H; ,并 且 可 避免 矩阵 与 矩阵 
相 乘 。 具 体 算 法 如 下 : 
记 4 一 人, 并 记 4 王 La jxn;: 令 0 二 Tn 阶 单位 和 矩阵 )。 
对 于 7 二 1 ,2,….n 一 1 执行 
(1) 奉 a 二 rr 十 1 ,7 十 2 ,n) 全 为 零 , 则 邻 
Q.1 =0,,， A,..; = A4, 


转 (5) ;否则 转 (2)。 
(2) 计算 
d, = 3 (a ): 
c, 二 一 sgn (az) gd ( 若 c = 二 0, 则 取 ce, = a) 
h, = cr ~ ca 
(3) 令 下 一 (0. 0a oc an, a TER’., 
(4) 计算 
,C—OQu, 
Q,.1 =Q,— wu,/h, 
p=Aru,/h., 
A,.!=A,—u,p: 
(5) 继续 。 
当 此 算法 执行 完 后 就 得 到 正 交 和 矩 阵 Q=Q, 和 上 三 角 和 矩阵 
CO a oe a al 
R= A,= : 
Col a. 
a 
月 有 A 二 QR. 


3.3.2 矩阵 的 拟 上 三 角 化 

对 实 和 矩阵 4 三 Layjxv 作 相似 变换 化 为 拟 上 三 角 和 矩阵 (又 称 上 Hessenberg 和 矩阵)A4” ?= 
[aj j,i, 其 中 i>j 十 1 时 a 二 0, 称 为 矩阵 4 的 拟 上 三 角 化 ,其 变换 矩阵 可 采用 Householder 
矩阵 ,变换 的 过 程 如 下 ， 
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设 aa 一 3 4 0) 不 全 为 零 , 令 
$1 = 二 = (0.cZ QT) 
cl 一 一 S8g8n (C21 ) | S$] | 2 ( 若 Uz1 一 0, 则 取 Ci 一 | $1 | 2) 
UU! = $$ — Ce 


构成 Householder 矩阵 


1 0 
H=1— 2uu/(uu) 一 | | 
0 W, 
其 中 Wi 是 (2 一 1) X(2 一 1) 和 矩阵。 根据 引 理 3.1, 有 


H's) =— C1€» = (Oc ;0,5 ,0)T 
因而 得 


(2) 。 (2》 
C11 U1 Hn 


《1 
A”*=HAH,= ,0 
0 an Qn 
春 an (i 二 3,4,…,n) 全 为 零 , 则 取 HH, 一 1, 并 且 
4 一 万 4 万 | 一 和 4 
设 a (i 二 4,5,…,n) 不 全 为 党 , 今 
S —= (0.0,a3 se ,as )! 
cz 二 一 sgn (as ) |s 上。 (车 asi? = 0, 则 取 c; = | s; 1;) 
Us 一 $2, 一 czes 


构成 Householder 矩阵 


I 0 
Hy = 1 2 /Cue) = | | 


0 WwW, 
其 中 4, 是 2x2 单位 矩阵 ,W, 是 (n 一 2) xX (n 一 2) 和 矩阵 。 可 得 


H, s, 一 CC»€; 一 (0,0,c, 00) 


(2) (3) (3) 
| 他 12 人 13 din 
(2) 。 
C1 22 * 
3) 2 。 - 
A' -一 H,A' ' H, 一 Co 机 
(3) (3) 
Hn3 Lp 
2 
有 a (1i=4,95 


'7) 全 为 零 , 则 取 H; 二 1 并且 
.a 一 万 :4 万 = A'” 
一 般 地 , 设 按照 上 述 方法 已 得 到 矩阵 A'” (7 之 2 ) 9 又 设 Qi (一 7 十 2,7r 十 3，… 


,7n) 不 全 为 
零 , 则 令 
$, 一 (00，a a )! 
c 一 一 Sgn (amp.r) | s, | (车 Ca 


rr 二 0, 则 取 c = 


S$, 


2) 


H, — $5, Ceti 


第 3 和 章 绑 阵 特征 值 与 特征 向 量 的 计算 61 


构成 Rouseholder 和 矩阵 
7 0 
H, = I— 2uul/(u'iu,) 一 | | 
0 WW, 


其 中 了 是 xr Xr 单位 和 窍 阵 ,W, 是 (rn 一 r) X (mn 一) 矩阵 ,可 得 
H,s, 一 ce 一 (0 0:c ,00) 
Ql a a oe alm 
C1 


{rl) __ {ry _. 机 《大 
A” ~ H,A” H,= “ay 


(rl) se 《rm 
他 pr] 他 mm 


车 ai Ci 一 r 十 2,r 十 3,…,m) 全 为 零 , 则 取 H, 二 1, 并 且 有 
1 一 H,A"H., 一 
当 > 一 ?一 2 时 ,就 得 拟 上 三 角 和 矩阵 


(m2) (nl1) (rr 一 1) 
QI1l Qi ,2 QI Cl 
C1 . 3 : 
(no—1) 一 本 各 雷电 兴 一- ”。 ( 2) . . 
AA” = 下: H; H.,AH., 五 H,; = ,Qn 2 2 : (3,.21) 
C2 
{ HM--1) 《人 一 1] ) 
7 于 一 好 天 


因 H,(r 二 1,2,…,n 一 2) 是 对 称 正 交 和 矩阵 , 故 
p= HH,:…H,., 
是 正 交 矩阵 ,并且 
PT = (H,H,*…H, ，)T = H,,*…H,H, 
所 以 有 
4 一 PiTAP 
因而 4" 与 4 相似 。 
特别 是 当 4 为 实 对 称 矩 阵 时 ,A4”-，* 也 是 实 对 称 和 矩阵 ,因而 4“? 是 对 称 三 对 角 和 矩阵 : 


U1il Cl 
CC (2) Cc 
1 Q 32 2 
Wm 一 二 
{nn—l1) 《于 一 1) 
Cn-2 | Cn,n—!l 
(rl) (C71) 
n,nl nn 


实际 计算 时 不 必 具 体形 成 矩阵 再 ,并 可 避免 矩阵 与 矩阵 相 乘 。 对 实 抢 阵 4 的 拟 上 三 角 化 
具体 算法 如 下 : 

记 A 二 4, 并 记 4A” 的 第 r 列 至 第 n 列 的 元 素 为 a 外 (i=1,2,…,n;j 二 rr 十 1] ,… ,1)。 

对 于 7 二 1,2,…,n 一 2 执行 z 

(1) 若 ai (i 一 r 十 2,r 十 3,…,n) 全 为 零 , 则 令 4 一 4 , 转 (5); 否 则 转 (2) 。 


(2) 计算 
d, = | >, (ain 
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cr 一 一 Sg&RD Car ) d, 《 若 Qa, 一 0, 则 取 Cr 一 d.,) 


h, = cr 一 CQ 区 

(3) 令 二 0,0.aTi ,一 Cc, sa Pa ?) ER', 
(4) 计算 

p, = A Tu/h, 

q, = A'”u,/h, 

tf, = piu,/h, 

W, = gq, — td, 

4 一 4D 一 ae up! 
(5) 继续 。 


当 此 算法 执行 完 后 ,就 得 到 与 原 矩 阵 4 相似 的 拟 上 三 角 和 矩阵 4"-D[ 参 见 式 (3. 21)]。 
3.3.3 带 双 步 位 移 的 QR 方法 


QR 方法 适用 于 计算 一 般 实 矩阵 的 全 部 特征 值 , 尤 其 适用 于 计算 中 小 型 实 矩阵 的 全 部 特 
征 值 。 基 本 QR 方法 的 迭代 公式 是 


A 一 让 所 R”™™”" 
A; 一 CR (对 A K ) 
一 CR (对 A 作 QR 分 解 (3 22) 
Ai = RO, 
(k= 1,2,.) 


由 于 
4 = RQ, = QiA:0. 
所 以 ,由 迭代 公式 (3.22) 产 生 的 矩阵 序列 {A;} 中 的 每 个 矩阵 都 与 原 和 矩阵 4 相似 ,因而 任 一 矩 
阵 A 都 与 原 和 矩阵 4 有 相同 的 特征 值 。 
关于 QR 方法 的 收敛 性 有 这 样 的 结论 :如 果 和 矩阵 AER"”" 的 等 模特 征 值 中 只 有 实 特 征 值 
或 复 共 思 特 征 值 , 则 由 QR 方法 (3. 22) 产 生 的 矩阵 序列 (A;，) pp 
角 块 以 上 的 元 素 可 能 不 收敛 ) ,其 对 角 块 均 为 一 阶 和 二 阶 子 块 ,并 且 对 角 块 中 每 一 个 一 阶 子 块 
给 出 4 的 实 特征 值 ,每 一 个 二 阶 子 块 给 出 4 的 一 对 复 共 罗 特 征 值 。 特 别 是 , 当 A4 为 实 对 称 乱 
阵 时 ,QR 方法 (3. 22) 产 生 的 矩阵 序列 {4) 收 敛 于 对 角 和 矩阵 D= diag C41 ,hs ,… ,4,) ,A,(i=1， 
2,…,n) 就 是 矩阵 4 的 全 部 特征 值 。 
为 了 减少 计算 量 , 一 般 先 利 用 Householder 和 矩阵 对 和 矩阵 4ER"** 作 相似 变换 ,把 4 化 为 所 
上 三 角 和 矩阵 和 4" ，” ,然后 用 QR 方法 计算 4“ ”的 全 部 特征 值 ,而 4“"-， 的 特征 值 就 是 4 的 特 
征 值 。 
为 了 加 速 收敛 ,对 基本 QR 方法 (3. 22) 进 行 改进 ,改进 为 下 面 的 带 双 步 位 移 的 QR 方法 : 
Al 一 AT 
A 一 5 了 一 QR (对 hi 一 st* 了 作 QR 分 解 ) 
和 A = RO, + s*I 
和 i 一 5 了 一 Qi1Ri (对 4 一 5 了 作 QR 分 解 ) 
A;.; 一 Ri.1001 十 32 I 
(k= 1,3,5,..) 


(3.23) 
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其 中 s,s 是 一 对 共 恩 复数 或 一 对 实数 , 称 为 位 移 量 。 
由 迭代 公式 (3. 23) 可 知 z 

A,! = OlA,0, (3. 24) 
4 = QLiA,1Q.; = 000I40O = OA.O, (3. 25) 

其 中 0, 一 0.0,. ,是 正 交 和 矩阵 。 由 式 (3. 24) 和 式 (3. 25) 可 知 , 迭 代 公 式 (3. 23) 产 生 的 矩阵 序列 

中 每 个 矩阵 A; 均 与 矩阵 A 相似 ,都 有 与 4, 相同 的 特征 值 。 此 外 ,只 要 41 是 拟 上 三 角 和 矩阵 ， 

则 和 矩阵 序列 中 的 每 个 矩阵 4 都 是 拟 上 三 角 和 卸 阵 。 引 入 位 移 量 st* 和 :各 可 加 速 收 敛 , 并 选取 

A, 右 下 角 二 阶 子 阵 


的 两 个 特征 值 作为 st$” 和 ss%。 
为 了 避免 复数 运算 ,引入 矩阵 


AM = (A,— ss D(A 一 3) 一 4 一 54 十 地 03. 25) 

其 中 
5 一 十 二 (3. 27) 
t = ss = detD, (3.28) 


由 于 s 和 /上 都 是 实数 ,所 以 Mi 是 实 和 矩阵 。 由 式 (3. 23) 和 式 (3. 24) 可 得 
M, = (4 — s* DOR, = 04 1010,R, — sOR, = 
QCA — si DR — QQ RR, — OR, (3. 29) 
其 中 席 二 Ri.1R 是 上 三 角 矩 阵 。 因 此 式 (3. 29) 的 右 端 是 实 和 矩阵 M 的 QR 分 解 式 。 从 而 可 
知 , 式 (3.25) 右 端的 正 交 矩阵 6 可 由 M, 作 QR 分 解 而 获得 。 
根据 式 (3. 26)、(3.29) 和 (3.25), 可 把 迭代 公式 (3.23) 从 4 到 4,-; 的 变换 过 程 重新 整理 


为 
/Al = A™" 
M, 一 4 一 4 十 地 
IM, 一 OCR， (对 AM 作 QR 分 解 ) (3. 30) 
4 一 OlAO, 


(k= 1,.3,5,.) 

其 中 s 和 + 上 分 别 由 式 (3.27) 和 (3. 28) 计 算 。 连 代 公 式 (3. 30) 已 避免 了 复数 运算 (即使 位 移 量 
si 和 ss” 为 复数 )。 

使 用 带 双 步 位 移 的 QR 方法 (3. 30) 求 实 和 矩阵 AE R”"" 全 部 特征 值 的 具体 算法 如 下 : 

(1) 使 用 矩阵 的 拟 上 三 角 化 的 算法 把 矩阵 AER"* 化 为 拟 上 三 角 和 矩阵 A“*-? ;给 定 精度 水 
平 s 盖 0 和 迭代 最 大 次 数 工 。 

(2) 记 4 王 4 一 La 六 |] 人 令 有 一 1 和 一 2。 

(3) 如 果 |aoo-ij 委 ss, 则 得 到 4 的 一 个 特征 值 xc 因 , 置 关 :一 记 一 1( 降 阶 ) , 转 (4); 和 否则 转 
(5) 。 

(4) 如 果 m= 二 1, 则 得 到 4 的 一 个 特征 值 at?. 转 (11); 如 果 mm 一 0, 则 直接 转 (11); 如 果 
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m2>1 , 则 转 《3) Db 
《5) 求 二 阶 子 阵 


Ck) Ck) 
Dp a ”| 
上 R 二 


(Ck) CR) 
Cm,m—l mm 


的 两 个 特征 值 s; 和 s; , 即 计算 二 次 方程 
A 一 (a 二 a A 二 + detD,=0 
的 两 个 根 ;; 和 s;。 
(6) 如 果 m= 二 2, 则 得 到 4 的 两 个 特征 值 s; 和 5; , 转 (11) ;否则 转 (7)。 
(7) 如 有 果 |aw21.m-2 | 三 e, 则 得 到 4 的 两 个 特征 值 s, 和 s;, 置 m :二 m 一 2( 降 阶 ), 转 (4); 否 
则 转 (8)。 
(8) 如 果 有 二 上 L, 则 计算 终止 ,未 得 到 A 的 全 部 特征 值 ;否则 转 (9)。 
(9) 记 4 二 [ay jwxm(1 人 i,j 生 m) ,计算 
$ 一 Qa 十 a 

上 = Qaim an — am 

Mi = At 一 S44 十 (是 m 阶 单位 矩阵 ) 

M 一 CR (对 Mi 作 QR 分 解 ) 

4 = Q:A:Q. 
(10) 置 & :一 & 十 1, 转 (3) 。 
(11) 4 的 全 部 特征 值 已 计算 完毕 ,停止 计算 。 
在 上 述 算法 中 ,从 M; 的 QR 分 解 Mi 一 QR; 到 计算 4 一 QL4 4,Q4 ,实质 上 是 

H,1'*…H,; HM, 一 R, 
A;1 = H, 1°**H,H. AH H,*…H., 
其 中 电 ; 是 Householder 矩阵 , 且 ;= 二 HH;…H,|,。 参 照 3.3. 1 小节 的 QR 分 解 算法 ,可 把 
Mi 的 QR 分 解 与 4 的 计算 用 下 列 算法 实现 : 

记 甩 一 Me 一 LO JnxnsB,= Lb jxwvC 一人。 
对 于 7 二 1,2,…,m 一 1 执行 
(1) 看 0 (i=r 十 1,7r 十 2,…,m) 全 为 零 , 则 令 B,- 1 二 B, ,C= 二 C,, 转 (5) ;否则 转 (2)。 


(2) 计算 
d, = | > (bm)? 


Cc, 二 一 sgn (br ) qd， (车 6b: = 二 0,; 则 取 c, = 4q,) 
h, = cr 一 co 
(3) 令 W 二 (0 007 一 cbR. 0m) EER”, 
(4) 计算 
v, = Biu,/h, 
B,;=B,— uv, 
p; = Cru,/h, 
gq; = Cu,/h,. 
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t, = piu,/h, 
中， 一 gq, — td, 
Ci = C,— Ou up; 
(5) 继续 。 
此 算法 执行 完 后 ,就 得 到 4 一 C. ,所 需 的 乘法 运算 次 数 只 是 mr 级 的 。 


习 题 


1. 设 4 是 2X72 实 矩阵 ,使 用 形式 为 
U; 一 A*u, 
的 宪法 产生 向 量 u 需要 多 少 次 乘法 运算 ” 使 用 形式 为 
uU; 一 4 (i1= 1,2,..,k) 
的 寡 法 产生 向 量 ui 又 需要 多 少 次 乘法 运算 ? 
2. 试用 帘 法 求 下 列 和 矩阵 按 模 最 大 的 特征 值 和 相应 的 特征 问 量 : 


2 3 2 5 30 一 48 
(1) 110 3 413 (2) 13 14 | 
3 6 1 3 15 —25 


要 求 近 似 特征 值 B 满足 |B. 一 B11/1B.| 志 10”。 
3. 设 nXn 实 和 矩阵 A 具有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 x; ,x2，,…,x, ,其 相应 的 特征 值 4;(i= 
1,2,…,n) 满 足 
| | 汪 1 4 | 之 | 4 | 三 … 宇 | 
任 取 nn 维 非 零 向 量 v 和 wo ,并 且 uo 在 x 方向 的 分 量 ai 关 0,v 拉 天 0, 试 证 :由 和 迭代 公式 


U: = Al 
vu 
Bi 一 T : 
V Hi 
(k= 1,2,..…) 


产生 的 序列 (B&} 收 全 于 441，。 
4. 试用 反 寡 法 求 第 2 题 (1) 的 矩阵 按 模 最 小 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 , 要 求 近似 特征 
值 B。” 满足 |B& 一 中/ 让 | 委 10” 。 


5. 已 知 矩 阵 
一 3 1 0 
4 一 | 1 一 3 一 3 
0 一 3 4 


的 一 个 特征 值 As5 ,试用 反 靶 法 求人 和 相应 的 特征 向 量 , 要 求 |B' 一 & |/1B | 夺 10 。 
6. 设 和 矩阵 4AE R” "的 特征 值 4;(i 二 1,2,…,n) 均 为 实数 , 且 满 足下 列 关 系 : 
550 过 hh 10 和 Ch 
试 分 别 写 出 用 宪法 (或 反 窒 法 ) 求 41 ,4。 和 4, 的 迭代 格式 。 
7， 试 用 Jacobi 方法 计算 矩阵 
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] ] 0.5 
和 A= | ] 加 
0.5 0.25 2 


的 全 部 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 。( 取 ce 一 10 ) 
8. 设 


其 中 0 和 OO: :3 都 是 霉 矩 阵 。 若 4 是 矩阵 Ps 的 一 个 特征 值 , 相 应 的 特征 向 量 为 (al ,a;， 
a3) ;4; 是 矩阵 Q;;2 的 一 个 特征 值 ,相应 的 特征 向 量 为 (5 ,2 7) , 试 证 :和 X; 和 4; 都 是 抢 阵 T 的 
特征 值 , 相 应 的 特征 向 量 分 别 为 (al ,ay ,as,0.0)5 和 (0,0,0,6bi ,6bs)7。 

9, 设 有 向 量 s 王 (一 2,1,2)' 和 向 量 r=(4,3,0)', 试 求 一 个 Householder 矩阵 吾 , 使 
u 一 Hs 成 为 长 度 与 s 相等 .方向 与 7 同 向 的 向 量 。 

10. 利用 Householder 和 矩阵 对 和 矩阵 A 作 正 交 相 似 变换 ,把 矩阵 4 化 为 三 对 角 和 气 阵 ,其 中 


l 2 1 2 
2 ] 2 一 1 
A= 
] 2 0 3 
2 一 1 3 ] 
11. 利用 Householder 矩阵 对 矩阵 
2 ] 3 


| 
J 
[De 
pr 
cu RD 上 小 


作 正 交 相 似 变换 ,把 4 化 为 拟 上 三 角 和 矩阵 。 
12, 用 基本 QR 方法 计算 矩阵 


的 特征 值 。 


第 4 章 非 线性 方程 与 非 线 性 
方程 组 的 迭代 解法 


4.1 非 线性 方程 的 闪 代 解法 


设 有 非 线性 方程 
f(x)=0 (4. 1) 
其 中 f(x) 是 一 元 非 线 性 函数 。 若 常数 ;使 f(s)= 二 0, 则 称 :是 方程 (4. 1) 的 根 ,又 称 s 是 函数 
f(7) 的 零点 。 硅 f(xX) 能 分 解 为 
f(xX) = (ro ss) ”P(r) 

其 中 m 是 正 整 数 ,wp(s) 关 0, 则 称 s 是 方程 (4. 1) 的 mm 重 根 和 f(x) 的 m 重 零点 。 当 m= 二 1 时,s 
称 为 方程 (4. 1) 的 单 根 和 f(x) 的 单 零 点 。 

只 有 很 少 类 型 的 非 线 性 方程 能 解 出 根 的 解析 表达 式 。 对 于 大 多 数 非 线 性 方程 ,只 能 用 数 
信 方 法 求 出 它 的 根 的 近似 值 。 本 章 将 要 介绍 几 种 常用 的 有 效 的 数值 求 根 方法 ,它们 都 属于 选 
代 法 ,因而 还 要 讨论 这 些 方 法 的 收敛 性 和 收敛 速度 。 


4.1.1 对 分 法 


用 CLla,bj 和 C(ta.5) 分 别 表 示 在 闭 区 间 La,bj] 和 开 区 间 (a,b) 上 连续 的 函数 集合 。 

设 f(x)ECLa,b] 有 是 f(a)f(2) 二 0, 根据 连续 了 消 数 的 介 值 定理 ,在 区 间 (a,6) 内 至 少 有 一 实 
数 s, 使 f(s) 二 0。 现 假定 在 (a,6) 内 只 有 一 个 实数 ;使 f(s)= 二 0, 并 要 把 s 求 出 来 。 用 对 分 法 求 
这 个 ; 的 算法 如 下 : 

令 a =a,bo =b, 

对 于 & 一 0,1,…,.M 执行 

(1) 计算 z= 人 


(2) 若 bi 一 ai 坟 E 二 [f(za) | 二 wy, 则 停止 计算 , 取 s 守 xi ;否则 转 (3)。 

(3) 若 Fa f(z) 过 0, 则 令 a 二 ai bi! 二 4; 若 f(a)f 了 (x) 之 0, 则 令 a.1 = 二 x ,6b4.1 二 b。 
(4) 若 一 M, 则 输出 M 次 迭代 不 成 功 的 信息 ;否则 继续 。 

上 述 算法 中 的 正 数 s 和 7 是 预先 给 定 的 精度 水 平 。 由 于 对 任 一 个 & 都 有 


Ss E (ca ,pr), ph 一 全 到 
所 以 
rs | ba 
大 $ | 人 ~ 了 Dk+l 


im x 一 
pe 
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可 见 , 只 要 函数 f(x)ECLa,bj]: 对 分 法 所 产生 的 序列 {zt) 必 收 合 于 方程 (4.1) 存 (a.b) 内 的 
根 ; ,收敛 速度 与 公 比 为 万 的 等 比 数列 的 收敛 速度 相同 。 若 要 求 x; 近似 s 的 绝对 误差 限 为 6。， 


则 在 上 述 算法 中 取 e 二 2e, ,并 采用 b4 一 a4 太 se 作为 结束 迭代 的 条 件 。 
对 分 法 只 能 求 方 程 (4. 1) 的 实数 根 ,而 且 只 能 求 单 根 和 奇数 重 根 ,不 能 求偶 数 重 根 和 复数 根 。 


4. 1.2 简单 迭代 法 及 其 收敛 性 
设 方程 (4. 1) 有 根 *, 把 方程 (4. 1) 化 为 等 价 方程 


一 p(T) (4. 2) 
因而 有 s 二 p(s)。 选 定 ;的 初始 近似 值 ze ,用 递 推 公式 
二 1 一 PC ) (Rk 一 O,],...) (4.3) 


产生 序列 {74) ,在 一 定 条 件 下 ,序列 {zi) 收 化 于 s。 在 {x ) 收 敛 的 情况 下 , 当 上 足够 大 时 就 可 取 x 作 
为 方程 (4. 1) 的 近似 根 。 和 迭代 公式 (4. 3) 被 称 为 求解 方程 (4. 1) 的 简单 迭代 法 ,其 中 2Cz) 称 为 迭代 函 
数 。 因 * 王 Cs), 故 :是 欠 代 函数 PCz) 的 不 动 点 。 简 单 迭 代 法 (4. 3) 又 称 为 不 动 点 迭代 法 。 
把 方程 (4. 1) 化 为 等 价 方程 (4. 2) 可 以 有 多 种 方案 。 例 如 方程 
7*—7—1=0 


可 化 为 以 下 三 种 等 价 方程 


TT 二 Xx 一]， 庆 二 二 ， TT 二 VX++1 


由 此 可 构成 多 种 简单 迭代 法 ,它们 的 迭代 函数 各 不 相同 。 为 求 同 一 个 根 , 它 们 所 产生 的 序 
列 ‘xi}, 有 的 可 能 收 钙 ,有 的 可 能 不 收 伍 ;有 的 会 收 全 得 快 ,有 的 会 收 合 得 慢 。 这 一 切 都 取决 于 
迭代 函数 g(x) 在 有 根 区 间 内 的 性 态 。 

定理 4.1 设 了 水 数 p(x)ECLa,bj, 在 (a,6) 内 可 导 , 且 满足 两 个 条 件 : 

(1) 当 xE[La,bl 时 ,p(x) EE [a,b]; 

(2) 当 xE(a,b) 时 ,jy (zx) | 过 L 过 1, 其 中 工 为 一 常数 。 
则 有 如 下 结论 : 

(1) 方程 (4.2) 在 区 间 La,6b] 上 有 唯一 的 根 s; 

(2) 对 任 取 的 xo。E [a,51, 简 单 迭 代 法 (4.3) 产 生 的 序列 {zi)CLa,6] 且 收 伍 于 s; 

(3) 成 立 误差 估计 式 


了 
srl Ti | (4.4) 


sr | | (4.5) 


1 一 了 

证 (1) 邻 F(X) 二 Tz 一 89(7X), 则 F(x)ECLa,6bj, 并 由 条 件 (1) 可 知 

Fla)=a— pla)0, FV) = bo9(b)>0 
若 上 面 两 个 不 等 式 中 有 一 个 等 号 成 立 , 则 方程 (4.27) 有 根 ;二 a 或 ;==6; 若 两 个 都 是 严格 不 等 
式 , 则 根据 连续 函数 的 介 值 定 理 , 必 存在 sE(c,p) ,使 下 (*) 一 > 一 o(s) 一 0, 即 方程 (4.2) 有 根 
sSE (a,0) ,. 今 设 有 两 个 不 同 的 51,ss ELa,bj| 使 $= 二 p651) ,5 二 9(s;), 则 由 微分 中 值 定理 以 及 条 
件 (2) ,有 
[sm—s |=| ¢65) ~ G5) |=) 9 (1 ss | 
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了 5 一 史 |<15 ~—s | 
其 中 在 si 与 5 之 间 , 因 而 外 (a,b6)。 上 式 出 现 的 矛盾 证 实 $5, 一 。 
(2) 因 xo€ELa,bj], 由 条 件 (1) 可 知 ,(xi)CLla,6J]。 又 由 条 件 (2) ,得 
[zis|=| px) — (5) | 一 | 9 (6&6) || ze ms |< 
L|zxei-s|… 之 LL*|xo—s| 
其 中 在 -1 与 ;之 间 , 因 而 仿 E (a,6)。 因 0<L<1, 故 有 lim zs 一 s。 
(3) 设 m 汪 k, 则 有 


mi 一 ] 
之 mn 一 一 > (Xi — Xi) 
1 一 天 


而 
Xi — XT; |=| pz 一 OO) | 
| Ti 一 Ti 和 二 |xrro 
于 是 有 
mi mn 
Tn — Zh < [za —zi | OL lr mz |= 
Ll | | 
令 mm 一 co ,由 于 0 过世 于 1 , 故 由 上 式 得 到 式 (4. 4)， 
又 由 
| rai 7X |izz | LT 16 一 el 
得 到 


nt—1 m—1 
ra— x rz | OL | rz |= 
ft 一 大 1 一 大 


[| 
令 mm 一 co, 由 上 式 得 到 式 (4. 5) 。 
证 毕 。 
实际 计算 时 ,可 预先 给 定 精 度 水 平 7>0, 当 式 (4. 3) 产 生 的 x 满足 
| .太一 El | -一 
zl 7 


时 , 选 代 结束 ,用 当前 的 zx 作为 方程 (4. 2) 的 近似 根 。 也 可 以 利用 式 (4. 4) ,根据 预先 给 出 的 近 
似 根 的 绝对 误差 限 。, 求 出 满足 |s 一 xz | 二 的 最 低 迭 代 次 数 N。 由 


L* 
TI | za 一 Xo | 和 € 
解 得 
I e(l—L) 
| Zi ~— Xo | 
二 ln 工 —q 


因此 ,NN 二 Ldj] 十 1, 其 中 [Laj 表 示 不 大 于 4 的 最 大 整数 。 
定理 4.1 指定 了 一 个 固定 的 区 间 [La,6bj, 在 此 区 间 内 任 取 一 点 x。 作 为 初 值 ,迭代 都 收敛 。 


70 数值 分 析 


这 种 形式 的 收 伍 定理 称 为 大 范围 收敛 性 定理 。 但 当 条 件 不 够 充分 时 ,预先 指定 一 个 区 间 党 第 
是 不 可 能 的 。 若 能 设法 使 初 值 ze 充分 接近 根 s, 则 仍然 可 以 希望 迭代 收 钱 。 描 述 成 “存在 根 
的 一 个 邻 域 ,当初 值 ze 在 此 邻 域内 任 取 时 ,迭代 都 能 收敛 ”这 种 形式 的 定理 称 为 局 部 收敛 性 定 
理 。 下 面 就 是 简单 迭代 法 的 局 部 收敛 性 定理 。 

定理 4.2 设 :二 9(s),g (x) 在 包含 ;的 某 个 开 区 间 内 连续 。 如 果 |g (3) | 二 1, 则 存在 9>0， 
当 xoE[s 一 6,s 十 0 时 ,由 简单 迭代 法 (4.3) 产 生 的 序列 {x}CLs 一 6,s 十 6 上 且 收 人 钙 于 s。 

证 ”总 可 取 一 常数 工 , 使 lg (5)| 过 L 过 1。 由 9 (x) 的 连续 性 , 必 存 在 6>>0, 当 XxE(s 一 6， 
5s 十 6) 时 ,1g (zx) | 三 L; 又 根据 微分 中 值 定理 , 当 xElLs 一 6,s 十 6 时 ,有 

| 2ZCz) 一 5| 一 | PCz) 一 PC |=| 9 ||x—s| 
其 中 在 x 与 ;之 间 , 因 而 有 
| or)—s IL|I7xr—s|<6 

即 p(x)ELs 一 6,s 十 6]。 根 据 定理 4.1, 对 任 取 的 zx, ELs 一 6.s 十 6j, 由 简单 沈 代 法 (4.3) 产 生 的 
序列 {xi)CCLs 一 6,s 十 90] 且 收 人 钙 于 >。 

证 毕 。 

定理 4.2 并 没有 指出 6 的 值 是 多 少 , 它 仅仅 证 实 6 的 存在 。 因 而 在 满足 定理 的 条 件 时 只 
要 x。 足够 接近 ,由 迭代 公式 (4. 3) 产 生 的 序列 {z ?就 收敛 于 ;。 

-1 0-s. 


例 1 用 简单 迭代 法 求 方程 x 一 In zx 一 ? 在 区 间 (2,o0) 内 的 根 ,要 求 - 开 一 < 一 


EE 
解 ” 记 f(x) 二 x 一 ln x 一 2, 因 f(2)< 过 0,f(4) 守 0, 故 方程 在 区 间 (2,4) 内 有 根 。 义 因 


PCz) = 1 一 二 全 0， zx € (2,00) 


故 f(z) 在 区 间 (2,co) 上 单调 增 大 ,因而 方程 在 区 间 (2,00) 内 仅 有 一 个 根 s, 且 5s€ (2,4)。 
今 把 所 给 方程 化 为 等 价 方程 
2 一 2 十 lnz 
因而 得 到 人 汉代 函数 p(x)= 二 2 十 ln zx, 且 poGCz) 满 足 
p(x) EE [2+lIn2,2 二 ln4]C[2,.4]. xE€E [2,4) 


| 9 (x) |= 二 | 一 05<1 rE€ (2,4) 


根据 定理 4. 1, 对 任 取 的 rm EL2,4] ,由 和 迭代 公式 
Xi 一 2 十 jn (k=0,1,.) 
产生 的 序列 {xi) 必 收敛 于 s。 现 在 取 xzo 王 3, 迭 代 结 果 见 表 4- 1。 
表 4-1 例 1 计 算 结 果 


3. 000 000 009 
3.098 612 289 
. 130 954 363 


146 177 452 
146 188 209 
.146 191 628 
146 192 714 
146 193 060 
146 193 170 
.146 193 205 
146 193 216 


.141 337 866 
. 144 648 781 
3. 145 702 209 
3.146 037 143 
3.146 143 611: 


A 
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由 于 
| zl5 | 


所 以 , 取 szxis 二 3.146 193 216 为 方程 的 近似 根 。 


4.1.3 简单 和 迭代 法 的 收敛 速度 


定义 ” 设 序列 {ze) 收 敛 于 ,并 且 e4 二 :一 x 了 闫 0(k 一 0,1,…), 如 果 存 在 常数 + 之 1 和 常数 


= 0.35 X 10 拉 < 10 


lim | Ck+l | 一 
k— oc | 如 | 


成 立 ,或 者 使 得 当 & 之 并 ( 某 个 正 整 数 ) 时 ， 
| er | < 一 


| ee 上 本 

成 立 , 则 称 序 列 {zi) 收 敛 于 s 具 有 Yr 阶 收敛 速度 ,简称 {xi} 是 7 阶 收敛 的 。 常 数 c 称 为 渐 近 收 
敛 常 数 , 也 称 为 收敛 因子 。 

显然 ,r 的 大 小 反映 了 序列 {zi} 收 敛 的 快慢 程度 ,r 越 大 收敛 越 快 。r==1 时 ,又 称 序列 {zx,} 
是 线性 收敛 的 ,此 时 必 有 0 二 c 硅 1;r= 二 2 时 ,又 称 序 列 {ze} 是 平方 收敛 的 ;对 于 ~>1 的 情况 , 序 
列 {ze} 统 称 为 是 超 线性 收敛 的 。 

定理 4.3 设 函 数 p(x)ECLa,6],p (xz)ECla,b), 且 满足 如 下 条 件 : 

(1) 当 xE[La,b] 时 , p(x) ELa,b!]; 

(2) 当 zE(a,b) 时 ,PCz) 天 0,192 (zx)| 志 L<1, 其 中 工 为 一 常数 。 
则 对 任 取 的 xo。€ [La,6j, 由 简单 迭代 法 (4. 3) 产 生 的 序列 {zx} 收敛 于 方程 (4.2) 在 La,5j] 内 的 唯 
一 的 根 ,并 且 当 zo 关 s 时 {xi} 是 线性 收敛 的 。 

证 因 定 理 所 给 条 件 包 含 了 定理 4.1 的 两 个 条 件 , 所 以 对 任 取 的 ze Ela,oj, 由 和 迭代 
法 (4.3) 产 生 的 序列 (zi) 收敛 于 方程 (4.2) 在 La,5j] 内 的 唯一 的 根 ;。 下 面 证 明 当 xo 关 s 时 ， 
{zs} 是 线性 收敛 的 。 

由 于 当 XE (a,6) 时 g(x) 关 0, 所 以 ,只 要 xo 关 s 就 必 有 Xi 关 s5 人 二 1,2,…)。 由 Taylor 公 
式 , 有 


人 


p(X) — p(s) os + Or, — 5)) (re — s), O00<<1 
记 e: 二 5 一 XT， 由 上 式 得 
el 一 2 (s— es)es 


因 lim er 一 0 和 9 (x) 的 连续 性 , 故 得 


= lim| gs—00) |=| ¢ 6) | 


因为 18w (s)1 二 0, 所 以 由 上 式 可 知 ,序列 {x ) 是 线性 收敛 的 。 

证 毕 。 

由 定理 4. 3 看 到 ,迭代 函数 g(x) 在 方程 的 根 :处 的 一 阶 导 数 不 等 于 零 , 相 应 的 简单 迭代 
法 只 是 线性 收敛 的 ,也 就 是 说 ,只 有 一 阶 收敛 速度 。 要 想 获 得 高 阶 收敛 速度 ,迭代 函数 P(z) 就 
要 满足 更 多 的 条 件 。 
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定理 4.4 设 s 一 g(s) ,2”(z) 在 包含 s 的 某 个 开 区 间 内 连续 (之 2) 。 如 果 
oOD(S) 一 0 (=1,2,..,m—1) 
2 (53) 天 0 
则 存在 ?0, 当 rzoE[Ls 一 9,s 十 5] 但 zo 关 s 时 ,由 简单 迭代 法 (4.3) 产 生 的 序列 {zi} 以 mx 价 收 敛 
速度 收 合 于 ;。 

证 由 9”() 天 0 以 及 UTCz) 的 连续 性 可 知 , 必 存在 6 >0, 使 当 zE[Ls 一 9, 十 站 时 ， 
2”(z) 关 0。 又 根据 定理 4.2, 必 存在 S>0( 取 6 过 6 ) , 当 zeoE[0s 一 6,s 十 9 时 ,由 迭代 公式 
(4. 3) 产 生 的 序列 {xi}) 收 全 于 s, 并 且 有 xiELs 一 6,s 十 6](k 二 1,2,…)。 

由 Taylor 公式 ,得 

om (5S) 


(Xa) 二 (5s) 十 (5) (ri 一 5) 十 … 十 入 


万 二 DT ”十 


Ss)", 0 一 0 一 1 
利用 定理 的 条 件 ,得 


1 ) er JP 7” 《3s 一 es) nr 
mt! 


天 


et 一 .VS) 一 PC ) 一 《一 
因 s 一 9e, EE [Ls 一 6,s 十 6, 故 


De (5 一 0e) 天 0 (k=0,],.…) 
因而 只 要 eo 一 3 一 志 天 0 就 有 eS— XO0(R=1,2,..), 于 是 有 


| er:1 | _ | 9.™ (s— Oe,) | 
| es 1” m1 
由 于 lim ei 一 0 以 及 gem (z) 的 连续 性 , 故 得 
jim | Ek+l | DT (5) | 
k=o | ER | m! 
因 jg™(s)|1 守 0, 故 由 上 式 可 知 , 序 列 {zxi) 具 有 m 阶 收 化 速 度 。 
证 毕 。 
例如 ,为 了 用 简单 迭代 法 求 方程 


x 一 Z 一 1 一 0 
的 正 实 根 ,第 一 种 方案 是 把 方程 改写 成 
工 一 V 六 十 1 
得 选 代 函 数 p(x) 一 VzT1。 因 y (x) = 了 Ti 在 * 的 某 邻 域内 连续 , 且 19 Cs)1<1, 但 
2 (s) 关 0, 所 以 , 当 To 充分 接近 Ss 时 , 迁 代 公子 
TH 一 /z+l (k=0,1,.) 
产生 的 序列 {zx} 收敛 于 ,但 只 有 线性 收 化 速度 。 第 二 种 方案 是 把 原 方程 改写 成 


2x 十 1 
一 3 妆 一 1 
得 迭代 函数 
pCz) = 2z 十 ] 


3z 一 】 
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这 时 g(x) 在 s 的 某 邻 域内 连续 ,并 且 由 


g(x) = 6x(X’—x— 1) 


(3z2 CO— 1): 
可 知 w (5) 一 0, 所 以 ,内 要 ro 充分 接近 s, 由 迭代 公式 


”2zxi 十 1 ,a 
Etl ~ 32 1 (k= 二 0,1， ) 


产生 的 序列 {x) 以 至 少 是 二 阶 的 收敛 速度 收敛 于 so 
4.1.4 Steffensen 和 迭代 法 


从 4.1.3 小节 的 讨论 知道 , 当 和 迭代 函数 p(x) 在 方程 (4. 2) 的 根 s 处 的 导数 不 为 零 时 ,简单 
迭代 法 (4. 3) 即 使 收 僵 于 s, 也 只 是 线性 收敛 的 。 现 在 来 研究 ,在 式 (4. 3) 产 生 的 序列 {zx} 线性 
收敛 于 ; 的 情况 下 能 不 能 加 速 收敛 。 

设 已 由 式 (4. 3) 计 算出 zi ,Xxiii ,zxxis 三 个 迭代 值 ,由 微分 中 值 定理 可 得 

TH 一 5 一 VC 一 903) = (6) x, — s) 


Xie? 一 一 PTer1) 一 Pls) 一 DO (Ei) (Xa 一 3) 
其 中 & 在 工 。 与 s 之 间 ,&+1 在 Xh+1 与 3 之 间 。 假定 当 学 在 s 的 附近 变化 时 2 《XxX) 变 化 不 大 ， 
则 有 


AL 一、 ~ -一 站 
Tb 5 El S$ 
(Tin 一 和 
5 和 一 二 1 
A 十 2 一 LT.1 十 2 


上 式 右 端的 值 可 能 会 比 ze,ze+rz 更 接近 *。 因 此 ,可 把 这 个 右 端 值 作为 继 zi 之 后 的 一 个 新 的 
Zi+l* 而 原 ze 和 原 zz 只 起 中 间 值 的 作用 ,并 把 它们 分 别 记 为 wx 和 zx。 站 是 得 到 以 下 的 这 
代 公 式 

Ye = PX), Zi = POY) 


(ys — Xa) 
-~ (4.6 
Zi — ZY x ) 


(k= 0,1,..) 
和 迭代 公式 (4. 6) 称 为 Steffensen( 斯 蒂 芬 森 ) 迭 代 法 。 
定理 4.5 设 :=p(s) ,g(xz) 在 包含 ;的 某 个 开 区 间 内 具有 二 阶 连续 导数 ,并 且 9 (s) 关 1， 
则 存在 6 汪 0, 当 xo Efs 一 6,s 十 6 但 xo 关 s 时 ,由 Setffensen 太 代 法 (4.6) 产 生 的 序列 {x;) 至 少 
以 二 阶 收 敛 速 度 收敛 于 s。 
证 构造 蚂 数 Jy(x): 
当 x 二 s 时 x)=s 


| [ol(r)—r _ rp(9p(7z))— Lo(zx) 
于 xY 隆 s 时 UT TI pT PPr)) op(z) + 


于 是 ,方程 x 二 Vx) 与 方程 (4.2) 有 共同 的 根 ,并 且 , 和 迭代 公式 (4.6) 就 是 以 YGz) 为 迭代 函数 
的 简单 迭代 法 : 


Xrl 一 光一 


XTi! 一 me) (k= 0O,1,...) 
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利用 L Hopital( 罗 彼 塔 ?法 则 可 得 
lim $x) = lim 人 (x) 一 0 
Inn = 
又 由 于 9 (s) 关 1 以 及 g(x) 的 连续 性 可 知 ,水 数 Uz) 在 包含 :的 某 个 开 区 间 内 具有 二 阶 连续 
导数 ,并 且 Y (s)= 一 0。 根据 定理 4.4, 必 存在 >0, 当 x。E[s 一 $,s 十 人 0 但 xo 关 s 时 ,Steffensen 
迭代 法 (4. 6) 产 生 的 序列 {zx ) 至少 以 二 阶 收敛 速度 收敛 于 ;，。 
证 毕 。 
由 于 当 和 迭代 法 (4. 3) 线 性 收敛 时 ,由 式 (4.3) 的 近代 函数 构造 出 来 的 迭代 法 (4.6) 能 平方 收 
敛 , 所 以 又 称 (4. 6) 为 Steffensen 加 速 收敛 方法 。 实 际 上 ,只 要 p(xz) 满 足 定理 4.5 的 条 件 , 则 
无 论 授 代 法 (4.3) 是 否 收 化 于 s, 和 迭代 法 (4.6) 都 能 以 不 低 于 二 阶 的 收敛 速度 收敛 于 ss。 但是， 
如 条 和 迭代 法 (4. 3) 已 经 具有 zt(p 之 2) 阶 收敛 速度 , 则 使 用 和 迭代 法 (4. 6) 对 提高 收敛 速度 作用 不 
大 。 
例 2 试 分 别 采用 g(x) 二 2 十 In x 和 w(x)= 二 e 的 Steffensen 迭代 法 求 方程 + 一 ln zx 一 2 
在 区 间 (2,) 内 的 根 ;, 精 度 要 求 与 例 1 相同 。 


解 ” 对 于 p(x) 二 2 十 ln zyo (5s) = 一 关 1, 对 于 px) 一 er 0 (s) 二 e'? 关 1, 故 当 x。 足够 


y: 二 2 十 ln x 
zi 二 2 二 In vy 
zi 
2 一 人 ye 十- 
(k=0,1,..) 
和 
ye = Ee 
Zh 一 ex 
Trl = 
Ze — Lys 十 Xs 
(k=0,1,..) 


都 能 平方 收敛 于 s。 现 取 zx。 = 二 3, 前 者 的 迭代 过 程 见 表 4 -2,s 二 zx 二 3.146 193 220 已 满足 精 
度 要 求 ; 后 者 的 迭代 过 程 见 家 4 -3。s 之 zs 二 3. 146 193 262 已 满足 精度 要 求 。 
表 4-2 例 2 计算 结果 1 表 4-3 例 2 计 算 结 果 2 


3. 000 000 000 
3.146 738 373 


3.146 245 819 


3, 146 193 220 


3. 146 193 220 


值得 注意 的 是 ,迭代 公式 


3. 000 000 000 
3. 205 791 857 


3.153 859 280 
3. 146 327 554 
3. 146 193 262 
3. 146 193 262 
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Xo 二 3 
人 一 es (k=0,1,.…) 
并 不 收敛 于 方程 x 一 ln x 二 2 在 区 间 (2,ce) 内 的 根 。 
从 4. 1.2 小 节 到 4. 1.4 小 节 都 只 就 方程 (4. 1) 的 实数 根来 讨论 。 但 类 似 的 结果 完全 可 以 
推广 到 求 方程 的 复数 根 中 去 。 也 就 是 说 ,简单 迭代 法 (4.3) 和 Steffensen 迭代 法 (4.6) 可 用 于 
求 方程 的 复数 根 , 这 时 zx。 是 复 平面 上 有 根 区 域内 的 一 点 , {xz} 是 复数 序列 。 


4. 1.$ Newton 法 


用 简单 迭代 法 求 方程 (4. 1) 的 根 *, 十 分 重要 的 问题 是 构造 迭代 函数 P(z)。 为 了 使 收 伍 速 
度 的 阶 高 一 些 , 应 尽 可 能 使 P(z) 在 z 一 * 处 有 更 多 阶 导数 等 于 零 。 
现在 令 PCZ) 一 Z 十 GZz)ACz) AZz) 为 待定 图 数 , 但 h(s) 关 0, 则 方程 (4. 1) 与 方程 
并 一 工 十 PCz) 大 (z) 
有 共同 的 根 *。 现 用 条 件 pg (s) 二 0 确定 h(x)。 由 
p(s) = 14h (FC 十 PS) CS) 一 1 十 PFC) Cs) 一 0 


一 1 1 
知道 ,h(x) 必 须 满 足 hI) Fey’ 显然 , 取 h(7T) 二 一 yc 就是 备 这 个 条 件 ,并 且 也 满足 
h(s) 了 0。 于 是 ,p(x) 被 确定 为 


P(X) 二 工 一 A 
f(x) 
它 满足 9 (s)= 二 0。 由 此 得 出 下 面 的 特殊 的 简单 迭代 法 
f(r) 
zhil = Th 一 二 (k= 0,1,..) (4.7) 
f (XL) 


式 (4.7) 所 表示 的 迭代 法 称 为 Newton( 和 牛顿 ) 法 。 

Newton 法 可 求 方 程 (4. 1) 的 实数 根 和 复数 根 。 当 求实 数 根 时 ,Newton 法 有 明显 的 几何 
意义 。 当 获得 xz; 之 后 ,过 曲线 y= 二 f(zx) 上 的 点 (x ,f(xi)) 作 该 曲线 的 切线 ,此 切线 与 xz 轴 相 
歼 的 交点 横 坐 标 就 是 Newton 法 迭代 序列 的 第 上 十 1 个 元 素 zl, 见 图 4-1。 事 实 上 ,该 切线 
方程 为 

y= fr) (rr) fx) 
令 y= 二 0, 可 得 
加 fx) 
才 XE FPC) 一 tl 
因此 Newton 法 (4.7) 又 称 为 切线 法 。 

定理 4.6 设 ; 是 方程 (4.1) 的 根 , 在 包含 :的 某 个 开 区 间 内 f(x) 连续 且 f(z) 关 0, 则 存 
在 60, 当 ,ELs 一 6,s 十 6] 时 ,由 Newton 法 (4.7) 产 生 的 序列 {xz} 收敛 于 s; 若 (5s) 关 0 且 
Xo 六 5， 则 序列 {zx} 是 平方 收敛 的 。 

证 ” Newton 法 (4.7) 的 碗 代 水 数 g(x) 为 
jw 2 zz) 

f (x) [fF Cx) 
因 f(z) 连续 且 六 (zx) 关 0, 故 pg (x) 在 包含 :的 某 个 开 区 间 内 连续 ,并 且 有 


p(X) 一 工 一 
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(x f 0)) 


图 4-1 切线 法 


p(s) 一 5，0O (5) 一 0 
根据 定理 4. 2, 必 存在 S>0, 当 roE[Ls 一 9,s* 十 0 时 ,由 和 迭代 法 (4.7) 产 生 的 序列 {z)CFLs 一 人 ， 
s 十 6j, 且 收敛 于 $0 
由 Taylor 公式 以 及 f(s)= 二 0, 有 


f(s) 一 一 re) 二 +(xi) (soe x) Ff) Gs zy -一 0 


fx) ff (&) 
Fo) | 2f (Cr) 
其 中 名 在 zi 与 s 之 间 。 因 f(s) 关 0 以 及 六 (z+) 的 连续 性 , 故 可 设 当 xE[s 一 6,s 十 人 时 
六 (x) 关 0。. 因 而 当 xoEfs 一 6,s 十 人 0 且 zo 关 s 时 ,x 了 关 sk 二 1,2,…)。 于 是 有 


[xa—s| f(s) 


1 一 $5 一 并 & (Ss 一 并 


lim > 一 ; 
kr | TAs | 2 F (5) 
故 序列 {zx*} 是 平方 收敛 的 。 
证 毕 。 


定理 4.6 是 Newton 法 的 局 部 收敛 性 定理 。 如 果 f(x) 只 满足 此 定理 的 条 件 , 则 在 一 般 情 
况 下 , 初 值 zx, 要 比较 靠近 所 要 求 的 根 ,Newton 法 才能 收 伍 ,也 就 是 定理 结论 中 的 8 要 比较 
小 。 下 面 给 出 一 个 大 范围 收敛 性 定理 。 

定理 4.7 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b5j] 上 存在 二 阶 连续 导数 ,日 满足 条 件 : 

(1) fla) f(b)<0; 

(2) 了 (zx) 在 区 间 [a,6] 上 不 变 号 ，; 

(3) 当 xELa,b] 时 ,fF (x)#0; 

(4) zo E [Lab), f(x) fF (ro)>0, 

则 由 Newton 法 (4.7) 产 生 的 序列 {zx} 单 调 收敛 于 方程 (4.1) 在 [La ,bo 内 瞧 一 的 根 ;, 并 且 至 少 
是 平方 收敛 的 。 

证 因 f(x) 在 La,6j] 上 连续 ,由 条 件 (1) 可 知 , 方 程 (4. 1) 在 (a,65) 内 有 根 ;5。 又 由 条 件 (3) 

知道 (x) 在 [a,6] 上 恒 正 或 恒 负 ,所 以 f(z) 在 La,6] 上 严格 单调 ,因而 方程 (4. 1) 在 (a,5) 内 的 
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根 s 是 唯一 的 。 
条 件 (1),(2) 共 有 四 种 情形 : 
(1) ja)<0, Fo)>0, 当 Eap 时 fF (zx)<0; 
(2) ja)<0, Fo) 盖 0, 当 二 E[a,o] 时 大 (zxz) 三 0; 
(3) Fa)>0, Co)<0, 当 zzE[a,p 时 fF (rx)<0; 
(4) fla)>0,f(25)<0, 当 rE[a0]NH fF (zx)0, 
现 只 就 情形 (1) 进 行 定 理 的 证 明 ( 见 图 4 -2), 其 余 三 种 情形 的 证 明 方 法 是 类 似 的 。 


f(ay0 f"E0 


图 4-2 定理 4.7 的 情形 (1) 
由 微分 中 值 定理 ,存在 EE (a,5b) 使 
,je f(b) — fla) 
f (6) 一 一 一 盖 0 


因而 f(x) 在 [a,65] 上 恒 正 。 
由 XoELa,b), fro) fF (zxo)>0 可 知 J 帮 rzo)<<0,zo<< sy。 由 式 (4. 7) ,有 


f(xo) 
1 Xo to 
f(zxo) 
为 一 方面 ,由 微分 中 值 定理 ,有 
(s) ‘(6&, ) (xo — s) (有 
站 
f (xo) f (zo) 
因 f(z) 志 0,xE€E[a,6], 故 了 (zx) 在 [a,65] 上 单调 减 小 ,因而 PCzo) 三 PS ) 之 0, 从 而 有 
0 一 了 1 < 一 1 
f (zo) 


XI 蒜 To 十 (5 一 Xo) 二 $3 
一 般 地 , 设 se< 二 zs 委 5, 则 必 有 ze) 委 0, 因 了 (x) 在 [a,6]j 上 恒 正 ,所 以 有 
f (xi) 
f(z) 


过 kr 一 XE TE 


为 一 方面 ,由 微分 中 值 定理 ,得 
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fj 加 f ) 
nD (sO— XL), bE E€ (zyy3) 
f(x) f (zx) 
由 F(x) 的 性 质 知 
0 A -1 
f (zi) 


故 有 

Tetl 之 Xi 十 (5 一 Xi) 一 5 
由 此 可 知 , 式 (4.7) 产 生 的 序列 {zx) 单 调 增 大 , 且 有 上 界 s, 因 而 必 有 极限 , 设 为 s,s ELzo,s]。 
今 一 00, 对 式 (4.7) 两 边 取 极限 ,得 


因而 f(s) 二 0。 但 方程 (4. 1) 在 [a,5j 内 的 根 s 是 唯一 的 ,所 以 ,s= 二 s, 另 根据 定理 4.6, 可 知 序 
列 {z) 的 收敛 速度 至 少 是 平方 收敛 的 。 

证 毕 。 

例 3 用 Newton 法 求 方 程 x 一 ln zx 一 2 在 区 间 (2,o0) 内 的 根 ,要 求 | 于 一 

解 ” 在 例 1 中 已 分 析 过 ,此 方程 在 区 间 (2,c<e) 内 只 有 一 个 根 ;, 而 且 在 区 间 (2,4) 内 。 对 
于 此 方程 


107"。 


1 


] ， f “(x) 一 二 
x 


易 知 ,在 根 的 某 邻 域内 / “(zx) 连 续 且 f(x) 关 0, 因 此 ,在 靠近 :处 取 初 始 值 x。,Newton 法 和 
代 公式 


f(z)=x—linr—2, f(r)=1— 


rr Rlnr 2 _ Tl+ ln x) (kh = 0,1,..:) 
1 1 二 一 工 
上 
产生 的 序列 {xi}) 将 收敛 于 s。 今 取 zxo 王 3, 和 迭 表 4-4 例 3 计 算 结果 
代 结 果 见 表 4 -4。s 守 x 二 3.146 193 221 已 
满足 精度 要 求 。 3. 000 000 000 
对 于 此 题 ,由 于 f(2)<0, lim f(z)=+o%, 3. 147 918 433 
ro 3. 146 193 441 
在 区 间 [2,co) 内 f (xz) 和 f” (x) 都 杠 正 ,因此 , 根 3. 146 193 221 
据 定 理 4.7 ,对 任 取 的 ms, Newton 法 (4.7) 产 3. 146 193 221 


生 的 序列 {x } 都 能 单调 减 小 地 收 钱 于 ;。 


4. 1.6 求 方程 m 重 根 的 Newton 法 


在 4.1.5 小节 的 讨论 中 ,都 是 假定 了 在 方程 (4. 1) 的 根 ; 的 某 邻 域内 了 f'(x) 关 0, 即 * 是 方 
程 (4. 1) 的 单 根 。 本 小 节 要 讨论 方程 (4.1) 有 和 多重 根 时 Newton 法 的 收敛 情况 。 
设 :是 方程 (4.1) 的 m 重 根 (m 之 2) ,f(zx) 在 ;的 某 邻 域内 有 m 阶 连续 导数 ,这 时 
f= f= = f(s)=0, f(s)K0 
由 Taylor 公式 ,但 
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tm) 
f(x) = 人 Cr 一 so 
J f°™(é,) _ rr 一] 
f (7X) = mT $s) 


站 加 三 (CS ) m2 
f(z) 一 tm ait s) 


其 中 名 ,名 ,都 在 z 与 ;之 间 。 由 Newton 法 的 迭代 函数 p(x) 二 zx 一 f(x)/ 了 (xX), 可 得 


2 m) 
p(s) = lim w(x) = lim| x — = S 


mf'™ (é,) 
0 fOr) F(z) 
YY 一 加 时- 
Cm 1) Fom(5)Fom(eE) 1 
lim OO 
i mf ET 


由 此 可 见 , 方 程 (4. 1) 的 m 重 根 s 仍然 是 其 等 价 方程 (4.2) 的 根 。 由 于 0 二 yg (3) 过 1, 所 以 ,只 要 
Xo 充分 靠近 s, 由 Newton 法 (4.7) 产 生 的 序列 (ze) 仍 收敛 于 ,但 是 只 有 线性 的 收敛 速度 。 

符 把 迭代 范 数 修改 为 
mf (xz) 


2(Cz) 一 工 一 
f(z) 


则 有 
| 


p(s) — lim g(x) = lim| x — 
Ts 证 fe™ (&€,) 


re 
er 


, ~ (zx)f” (zx) 
PS) 一 lim 9 人 一 | 一 | 


LF (Cx) 
1 一 mw 十 (1 一 地 = 0 


这 两 个 等 式 说 明 , 当 s 是 方程 (4. 1) 的 m 重 根 时 ,变形 的 Newton 法 ， 
AH 一 XO re) (k=0,1,.) (4. 8) 
fF (x) 
不 仅 直 以 收 仿 于 *, 而 县 还 具有 二 阶 的 收敛 速度 。 
在 重 根 的 情况 下 ,一 般 重 数 m 是 不 知道 的 。 因 此 ,使 用 式 (4.8) 就 有 困难 。 为 此 ,构造 函 
数 xz): 当 zs 时 xz) 一 0; 当 天 5 时 


央 是 jz) 的 六 重 堆 点 , 故 ww 一 二 ， 是 xz) 的 单 零点 。 求 解 方程 vx(Cz)=0 的 Newton 法 
迭代 肾 数 为 


u(t) fr)f x) 
) 三 工 一 一 一 研一 一 ~ 
SDT FD FF 
于 是 ,和 迭代 公子 
(Cx) ff Cr,) 
A (4. 9) 


[fF Cre) far) fr) 


80 数值 分 析 


产生 的 序列 {x,) 如 果 收 敛 于 方程 (4.1) 的 m 重 根 s ,就 至 少 是 二 阶 收敛 的 。 它 的 缺点 是 要 计算 
了 (xz) ,运算 量 稍 大 一 些 。 
例如 ,已 知 方程 
Fz) = 7x1.47r—0.48x 十 1.408x—0.512 二 0 
有 一 个 三 重 根 ;二 0. 8, 这 里 
f(x) = 4r: — 4.2x’ —0.96zr1.408 
f(x) = 12x’ 一 8.4z 一 0.96 
如 果 使 用 Newton 法 (4. 7) 进 行 选 代 ,并 取 初 始 值 zo 二 1, 则 有 
Z1 一 0.935 483 871， rz 一 0.891 352 317 
Xs 一 0.861 384 032， ZX 一 0.841 145 162 
2j5 一 0.827531520， xe = 0.8]8 400 189 
27 一 0.812 287 422, gg = 0,. 808 200 827 
To = 0.805 471 387， Xo = 0.803 649 381 
越 往 后 收敛 越 慢 。 如 果 使 用 迭代 公式 (4. 9) ,也 取 初 始 值 ze 王 1, 则 有 
Xi 一 0.794019 933 
Za 一 0.799 962 734 
Za 一 0.800019 389 
收敛 得 非常 快 。 


4. 1.7 基线 法 


Newton 法 的 一 个 明显 缺点 是 对 每 一 个 & 都 要 计算 f' (x;)。 导 数 的 计算 往往 十 分 麻烦 ， 
尤其 当 |P zs)1 很 小 时 ,计算 要 很 精确 ,否则 会 产生 很 大 的 舍 人 误差 。 本 小 节 所 阑 述 的 割 线 法 
不 须 计 算 导 数 , 虽 然 它 的 收敛 速度 低 于 Newton 法 ,但 高 于 一 阶 。 因 此 , 割 线 法 在 非 线性 方程 
的 求解 中 得 到 广泛 的 应 用 。 

)— f(z-1) 


在 Newton 法 (4.7) 中 ,用 增 量 比 女工 


Th XR—1 


替换 导数 六 (zx) 所 成 的 迭代 公式 
fre) xe — Xe) 
fri) — fxr) 
称 为 制 线 法 (又 称 弦 截 法 ) ,其 中 初始 值 x_; ,ze 预先 给 定 。 像 简单 迭代 法 那样 ,可 用 ze 与 x 
的 接近 程度 控制 迭代 终止 ,也 可 用 | f(xi)| 二 7 结束 壕 代 ,7 是 允许 误差 。 

割 线 法 (4. 10) 不 仅 用 于 求 方程 (4. 1) 的 实数 根 , 也 能 用 于 求 方程 (4. 1) 的 复数 根 。 荐 线 法 
这 个 名 称 来 自 此 方法 求 方程 的 实数 根 时 的 几何 意义 。 设 已 获得 方程 (4. 1) 的 两 个 近似 根 zi- 
和 zx。 过 曲线 y= 二 f(x) 上 的 两 点 Crs_ 1 ,f(zxi1)) 和 (zi ,f(xi)) 作 曲线 的 割 线 ,此 荐 线 的 方程 
为 


(k=0,1,.) (4. 10) 


Tl XE 


ee fre) — frei) 


Tp bl 


(To ZX,) 


y— f(r) 


在 上 式 中 , 邻 y 一 0, 并 解 出 Zy* 所 得 的 工 就 是 欠 代 公式 (4. 10) 中 的 zl。 因此 ,ze 是 割 线 与 让 轴 
相交 所 得 交点 的 横 坐 标 , 见 图 4- 3。 
现在 讨论 割 线 法 (4. 10) 的 收敛 性 。 
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图 4-3 割 线 法 


引 理 4. 1 设 f(s) 二 0, 在 5 的 某 邻 域 [s 一 ,5 十 6 内 了 (zx) 连续 ,了 (x) 关 0, 又 设 eis 
zi ELs—d,s+d] 有 8 Tel spYS 互 异 , 记 ex 二 5 一 XxX， 则 有 


“Cp,) 
/Ch | (4.11) 


2f'(&) 
其 中 zii1 由 公式 (4.10) 产 生 ,h,& 在 min(xi_1,X4;5) 与 max(xp_1 ,Xi,5) 之 间 。 
证 ”由 式 (4. 10) 可 得 


Ci 一 一 krl 二 EkEk 1 一 


_ f (Xr) er f (xe1) es 


Tj 
pe fxr) /er — fxe1) /ep 
flr) — flre) 
Gl) — Gre) 

“0 f(x) 一 大 (ze ) 


其 中 
f(r)— f(s) 
on -| rs "77 
: f(s), 并 一 5 
由 柯 西 中 值 定 理 , 得 
加 C (&) 
Egtl 一 ER 人 1l fF Ey 


其 中 & 在 Xz:-1 与 二 之 间 。 右 总 天 5, 则 


, _ fF fF) 大 (办 ) 
CG Ms) (&, — ss)” 2 
其 中 六 在 所 与 之 间 。 若 总 一 :, 则 


G’(&) = G(s) = 广安 
于 是 有 


Cn 
2f° (&) 


| - 
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其 中 和 6 在 min (ziyzys) 与 max (ziyzeys) 之 间 。 
证 毕 。 
在 下 面 的 叙述 中 , 记 I 二 [Ls 一 a,s 十 aj。 
定理 4.8 设 f(s)==0, 在 ;的 某 邻 域内 f(x) 连续 且 了 (x) 关 0, 则 存在 e 守 0, 当 x 1 ,xo El 
时 ,由 基线 法 (4. 10) 产 生 的 序列 {zej} 收 敛 于 ,上 且 收敛 速度 的 阶 至 少 为 1. 618。 
证 由 于 f(x) 和 f(x) 在 ;的 某 邻 域内 连续 且 广 (z) 尖 0, 所 以 必 存 在 B>0 及 相应 的 数 
AM 0, 使 得 
f(z) 
f(z) 
选择 s 盖 0 ,使 其 满足 eM 三 K 二 1 且 e<<B, 因 而 ICI。 今 71 ,XoE1, 那 么 ,根据 引 理 4.1, 得 
不 等 式 


< Ms, xr,TEl 


| el lI<|e ee | MeeMs= eK < e 
| e [|<| ee | Me KM meR’ Te 
今 假定 |e_11 二 eK* 和 |ei | 二 eK* 成 立 , 则 有 
| er |< | ee: | Mi < eK‘Ms = eR! < 
由 归纳 法 原理 可 知 , 对 任意 的 有 , 均 有 
| er |< eR’, xr.El 
因此 ,jim 一 0, 即 {zx} 收 化 于 5 


设 
lim | err | 
ke | eh 
~ 和 * 是 待定 的 正 实 数 。 由 上 和 式 得 
| eri | 二 (cai) | ez | 
其 中 一 0(CR->ce)。 由 此 又 得 
[ee |=| er | (ct oa) 


根据 引 理 4. 1 的 式 (4. 11), 可 得 


1 1|f (0%) 
(c 二 a) |e:|’ =|e:||le|’(cd+arl) " ;pe 
1 1 “(mh) 
| es | 一 Cr ) 一 (c 十 as) (Cc 二 a) 7 UR (4. 12) 
12fF (C6) 


令 有 ->o0, 等 式 (4. 12) 右 边 的 极限 存在 且 为 
4) 5) 
2f°(s) 
车 了 六 (5s) 关 0, 则 1 关 0, 那 么 ,要 使 等 式 (4. 12) 左 边 的 极限 也 不 为 零 ,只 能 


rr" (+ 二 )= 0 


即 六 一 ”一 1 一 0 
因而 :二 1，。 这 时 , 正 数 ~” 和正 数 ce 分 别 为 
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一 元 (1 十 V5) 一 1.618… 


大 (5) 一 f“(s) 0. 618: 
2f (5) 2f°(s) 


车 PC) 一 0, 则 :一 0, 要 使 等 式 (4. 12) 左 边 的 极限 也 为 零 ,必须 


-(1+=)>0 


这 时 , 正 数 >> 广 (1 十 V5) 一 1.618… 
综 上 所 述 , 可 知 序列 (x) 的 收敛 速度 的 阶 至 少 是 1. 618。 
证 毕 。 
例 4 用 割 线 法 求 方程 > 一 In zx 一 2 在 区 间 (2,o0) 内 的 根 ,要 求 | 二 -<10-， 
解 ”前 已 分 析 , 所 求 根 位 于 区 间 (2,4) 内 。 和 迭代 公式 为 


一 广 ， RT) Fr ) (k= 0,1,..) 


fx) 一 f (x1) 
其 中 f(x) 二 x 一 ln x 一 2。 取 zx-_1= 二 2,xo 二 4, 迭代 结果 见 表 4 -5。x; 已 达到 精度 要 求 , 故 方程 
的 根 s 守 3. 146 193 221 。 
表 4-5 例 4 计算 结果 


2. 000 000 000 一 0. 6093 147 180 
4. 000 000 000 0.613 705 638 
3. 060 788 438 一 0.057 884 104 


3. 141 738 781 一 0.003 037 617 
3. 146 222 134 9. 000 019 723 
3.146 193 211 一 0.6X3078 

3. 146 193 221 0.0 


比较 例 1 、 例 3 和 例 4 也 可 看 出 ,求解 同一 个 方程 的 同一 个 根 ,为 达到 相同 精度 , 例 1 所 用 
的 简单 迁 代 法 由 于 只 有 线性 收敛 速度 ,因而 迭代 次 数 最 多 ; 例 3 用 的 是 Newton 法 ,由 于 有 二 
阶 收敛 速度 ,因而 迭代 次 数 最 少 ; 例 4 用 的 是 市 线 法 ,迭代 次 数 比 例 1 少 但 比例 3 多 ,这 是 由 于 
制 线 法 的 收敛 速度 的 阶 介 于 前 两 者 之 间 。 


4.1.8 单 点 割 线 法 


在 害 线 法 (4. 10) 中 ,用 固定 点 (xo ;f(zo)) 代 替 (x_， ;CX4-1)) ,也 就 是 点 (zo ;f(zo)) 水 远 
是 割 线 上 的 一 点 ,就 得 到 新 的 迭代 公式 


yf Xe) (k= 1,2,.) (4. 13) 


CERtl 一 Xk 


Fi) 一 7 
称 和 迭代 公式 (4 1 为 单 点 基线 法 (下 单 点 下 谍 这 》 它 属于 简单 迭代 法 。 
单 点 割 线 法 有 类 似 于 定理 4.7 的 收敛 性 定理 。 
定理 4.9 设 函 数 f(x) 在 区 间 [a,b6j 上 存在 二 阶 连续 导数 , 且 满 足 条 件 : 
(1) Fa) f (2) <0; 
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(2) 了 六 (Xx) 在 区 间 [a,6j] 上 不 变 号 ， 

(3) 当 zxE[a,6b] 时 ,了 (x)20; 

(4) xo ,TI EL[a 0bIH fxo)FfF (ro)>0, fr) f(r)<0, 
则 由 单 点 割 线 法 (4. 13) 产 生 的 序列 {x}) 单 调 收 伍 于 方程 (4. 1) 在 [a,6j] 内 唯一 的 根 s, 并 且 收 敛 
速度 是 一 阶 的 。 

证 条 件 (1),(2) 共 有 四 种 情况 ,现在 仅 就 其 中 一 种 情况 进行 证 明 ,其 余 情 况 的 证 明 类 似 。 

设 /ae)<0,7FCO)>0, 当 zE[La, 0 时 , 广 z) 委 0。 人 仿照 定 理 4.7 的 证 明 方法 可 证 则 方 
程 (4.1) 在 区 间 [a,6bj 内 有 了 唯一 的 根 *, 并 且 f(x) 在 [a,65] 上 严格 单调 增 大 ( 见 图 4-4)。 


J (ao<0 ff"WEO0 


4-4 定理 4.9 的 一 种 情形 
由 条 件 (4) 可 知 , F(zo)<0,FGz)>0, 因 而 ,ro<s<zi。 由 式 (4. 13) 得 


六 1 


2 一 Yi 一 FO FI < 
下 面 证明 ; 夺 x; ,因为 f(x) 单调 增 大 , 故 只 须 证 明 f(x;) 宇 0。 为 此 ,构造 明 数 
g(X) 一 fT) fr) 本 到 EE (xo ,Dp) 
TT 一 Xo 
由 于 
Df DEI fDFfr) fg ee ca 


(XC— xo) 2 
所 以 ,gGCz) 在 区 间 (zo ,po) 上 单调 减 小 。 因 .zs < , 故 有 gzs) 之 ggCZI)， 即 
f (x2) — f(xro) ~ fx) 一 f(xo) 


i 
2 Xo X11 Xo 


f(z) 之 f(xo) | f(T) f(x) 2,,) 一 站 


本 二 一 之 0 


由 此 证 明了 s 委 zs 。 于 是 有 zeo<s 委 zs <zi。 
一 般 地 ， 由 To<CSS 同样 可 证 明 由 式 (4. 13) 得 到 的 Zi+1 满 足 
To < 民生 TH RT 


因此 由 式 (4. 13) 产 生 的 序列 (x) 单调 减 小 有 下 界 , 因 而 有 极限 *。 对 式 (4. 13) 两 边 取 极限 就 
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得 到 f(s)=0, 但 方程 f(r)=0 在 [a,bj] 内 的 根 5 是 唯一 的 ,所 以 S 一 $。 
迭代 公式 (4. 13) 的 迭代 函数 为 


PT) 一 工 一 FE Ff) 一 2 
由 
/ froOOL fxro) — flr) re ro)f (xr) | 
PDT 
得 
oO (5) = Per/ Cro) 十 (5 一 zo) 六 (5)] 一 fj —s), é€E€E (xo,s) 
一 般 f“ (名 关 0, 故 迭代 公式 (4. 13) 产 生 的 序列 {zx} 是 一 阶 收敛 的 。 


证 毕 。 
例 5 用 单 点 割 线 法 求 方程 + 一 In x 二 2 在 区 间 (2,o2) 内 的 根 ,要 求 -于 一 <10，， 


| 工 
解 ”。f(xX) 二 x 一 ln x 一 2 满足 
(1) f(2) f(4)<0; 
(2) 当 xrE[2,4] 时 ,f(x)>0,; 
(3) 在 区 间 [2,4] 上 f(x) 关 0; 
(4) (4) (4)>0, 
所 以 , 选 z 三 4,zi 一 2, 由 单 点 割 线 法 (4. 13) 产 生 的 序列 {ze} 必 收敛 于 方程 在 [2,4] 内 的 
根 s。 和 迭代 结果 见 表 4 -6。xs 已 满足 精度 要 求 , 故 方程 的 根 为 s<z*3. 146 193 219 。 
表 4-6 例 5 计 算 结 果 


.000 000 000 


4. 2. 1 


4.2 非 线 性 方程 组 的 送 代 解法 


一 般 概念 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


人 


000 000 000 
060 788 439 
141 738 781 
145 965 936 
146 181 637 
146 192 630 
146 193 191 
146 193 219 


含 n 个 方程 的 元 非 线 性 方程 组 的 一 般 形式 是 


.693 147 180 
. 057 884 103 
.003 037 617 
. 000 155 040 
.790 2x 10™5 
.402X10 一 1 
.20X107- 
.1X1078 


f(x Tes TX,) 二 0 


f2 Xi so 人) 一 0 


(4. 14) 


1 
© 


f(x 2 9""" ， 并) 
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其 中 f;(i 二 1,2,…,n) 是 定义 在 区 域 DCR" 上 的 元 实 值 肾 数 , 且 f; 中 至 少 有 一 个 是 非 线 性 
X= xisyTxo sr XT, )) 
FOX) = Cf Cx) ,fo x) se fCX))! 
则 方程 组 (4. 14) 可 表示 为 向 量 形 式 
F(x)=0 (4.15) 
其 中 ;DCR 一 R", 即 下 是 定义 在 区 域 DCR" 上 旦 是 n 维 实 向 量 值 函数 。 若 存在 x* ED, 使 
Fr ) 二 0, 则 称 x* 是 方程 组 (4. 15) 的 解 。 
研究 非 线 性 方程 组 (4. 15) 的 解 的 存在 性 和 有 效 解 法 已 有 很 多 成 果 , 本 节 只 能 简要 介绍 其 
中 几 种 迁 代 解法 。 为 此 先 介绍 有 关 概 念 。 
定义 设 太 DCR"-R ,xEintCD)( 即 x 是 DD 的 内 点 ), 若 存在 向 量 I(x) ER’", 使 极限 


lim LX + hh) — f(x) — lx) hh 
h—0 | 


成 立 , 则 称 f 在 x 处 可 微 , 向 量 x) 称 为 f 在 x 处 的 导数 , 记 为 F (x)= 二 1x); 若 DD 是 开 区 域 且 
ff 在 D 内 每 点 处 都 可 微 , 则 称 f 在 D 可 微 。 
定理 4.10 若 f:DCR" 一 Ri! 在 xEint(DD) 处 可 微 , 则 f 在 x 处 关于 各 自 变 量 的 偏 导 数 


9 . 
个 革 (j 一 1,2,…,) 存 在 , 且 有 


0 (4. 16) 


工 
fx) 一 (Fe 2 


gz 9x; oT, 
证 了 tl(x)= (1, (x) {> (xX) sy"*" ,CX , 取 闫 一 he (实数 hz0,e, 是 n 维基 本 单位 向 量 ) 9 
由 于 (4. 16) 成 立 , 故 有 
i f(x he,) A LOR 


h—=0D 


0 (= 1,2,..,n) 


因而 
0) = lim LE of (j = 1,2,.,n) 
存在 , 且 有 
, 加 /9fCx) 9f(x) .9ACx) 
fx) = Lx) = (本 一 1 ) 
证 毕 。 


f 在 x 处 的 导数 f(x) 又 称 为 在 x 处 的 梯度 ,又 可 记 为 grad f(x) 和 Vf(x)。 
定义 ” 设 了 :DCR"->R"xEint(D), 若 存在 矩阵 4(Cxz) EGR" ,使 极限 


i FCx+h) 0 A008 | _， C4. 17) 


h—-0 
成 立 , 则 称 下 在 x 处 可 微 , 和 矩阵 A(x) 称 为 下 在 x 处 的 导数 , 记 为 FC(x)==A(x); 戎 DD 是 开 区 域 
且 F 在 DD 内 每 点 处 都 可 微 , 则 称 下 在 DD 可 微 。 
定理 4.11 设 F.DCR”">R",F 在 xEint(D) 处 可 微 的 充分 必要 条 件 是 下 的 所 有 分 量 f， 
(一 1.2,……,2) 在 x 处 可 微 ; 若 正在 x 处 可 微 , 则 
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afi(x) 9fi(x) © 9f1(x) 
OX1 9 .Te oT 
F(x) = | | 一 : : : 
ao arc ar 
Qi 9 TX, OX, 


证 由 于 FOXY) 一 (有 f(x) ,f,《X))" ,所 以 ,存在 向 量 1,(x) ER” 使 极限 
fiCxi+h) om fx mlx) rh 

[| 
成 立 与 存在 矩阵 AC(x) E R“ "使 极限 (4. 17) 成 立 是 等 价 的 ,并 且 ACx) 二 (Cr),…,1,《x)) , 即 
fi(i 二 1,2,…,n) 在 x 处 可 微 是 F 在 x 处 可 微 的 充分 必要 条 件 。 又 根据 定理 4.10, 当 FF 在 x 
处 可 微 时 ， 


lim 0 (2 一 1,2,.… ,7) 
h—-0 


Ox, 


J 


F(x) = A(x) = | 
证 毕 。 
矩阵 | -区 芝 | 。 称 为 正在 x 处 的 Jacobi 矩阵 。 
}; nXAn 


定理 4.12 设 下 ;DCR" 一 R"， 
(1) 奇 下 在 xEint(D) 处 的 Jacobi 和 矩阵 存在 旦 连续 , 则 FF 在 x 处 可 微 ,并 称 下 在 x 处 连续 


可 微 , 且 F(x =| S| 


(2) 硅 下 在 xE€inttD) 处 可 微 , 则 FF 在 x 处 连续 。 
(3) 若 下 在 开 区 域 D 内 可 微 ,D。oCD 为 开 凸 域 , 则 对 任意 的 xE D。 和 x 十 h€ 了 D, ,等 式 
f(x hk)T 


fsx Oh)T h 


F(x+h)— F(x) = (4.18) 


‘XOh)T 
成 立 , 其 中 0 二 9 过 1 (i 二 1,2,…,n)。 
证 明 从 上 略 。 
定义 ” 若 ;:DCR" 一 R" 的 各 个 分 量 f;(x) (i 一 1,2,…,n) 的 二 阶 偏 导 数 在 xEint(D) 处 
连续 , 则 称 F(x) 在 x 处 二 次 连续 可 微 。 
定义 ” 设 向 量 序列 {x } 收 伍 于 x* ,ei 二 x' 一 x 六 0(k 二 0,1,…), 如 果 存 在 常数 r 宇 1 和 常 
数 < 盖 0 ,使 得 极限 


、 | CA+i | 一 
lim -Te = 
成 立 ,或 者 使 得 当 & 之 天 ( 某 个 正 整 数 ) 时 ， 
| CHl | 之 c|| er. | " 


成 立 , 则 称 序列 (xi) 收敛 于 x* 有 共有 rr 阶 收敛 速度 ,简称 {xi} 是 7 阶 收敛 的 ,c 称 为 收敛 因子 。 
当 r 二 1 时 , 称 序列 {xi) 是 线性 收敛 的 ,此 时 必 有 0 二 c 三 1; 当 7 之 1 时 , 称 序列 (x }) 是 超 线性 
收 合 的 ; 当 r=2 时 , 称 序列 (xi) 是 平方 收 钱 的 。 


88 数值 分 析 


4.2.2 简单 迭代 法 


把 方程 组 (4. 15) 改 写成 与 之 等 价 的 形式 
x = G(x) (4. 19) 
其 中 G:DCR" 一 R"。 若 x* ED 满足 x* = 二 G(x* ), 则 称 x* 为 肖 数 G(x) 的 不 动 点 。 因 此 ,G(x) 
的 不 动 点 就 是 方程 组 (4. 15) 的 解 , 求 方程 组 (4. 15) 的 解 就 转化 为 求 函 数 G(x) 的 不 动 点 。 
适当 选取 初始 向 量 x” ED, 利 用 方程 组 (4. 19) 的 形式 ,构成 迭代 公式 
xD = G(X) (k=0,1,.) (4. 20) 
迭代 公式 (4. 20) 称 为 求解 方程 组 (4. 19) 的 简单 迭代 法 ,又 称 为 不 动 点 迭代 法 ,G(x) 称 为 迭代 
函数 。 
定理 4. 13( 压 缩 有 映 像 原 理 ) 设 G:DCR"->R" 在 闭 区 域 DCD 上 满足 两 个 条 件 : 
(1) CGC 把 De 映 入 它 自 身 , 即 CCD. CD 
(2) G 在 D。 上 是 压缩 映射 , 即 存在 常数 LE(0,1), 使 对 任意 的 x,y€E D。 ,有 
1GGx) 一 GCCy) NL xy| (4. 21) 
则 有 下 列 结论 : 
(1) 对 任 取 的 x* ”ED ,由 迭代 公式 (4. 20) 产 生 的 序列 {x”})CCD,, 且 收 全 于 方程 组 (4. 19) 在 
D, 内 的 唯一 解 X ; 
(2) 成 立 误差 估计 式 
Lx x* 1 < 二 7 
L 
i—L 
证 (1) 由 于 x ED, 以 及 条 件 (1) ,可知 迭代 公式 (4. 20) 产 生 的 序列 有 意义 且 {x*) 己 D,。 
又 由 条 件 (2) 得 
x oex = GG) Grn) LI x® rn 


x 一 并 (4. 22) 


一 Xe | (4. 23) 


(kk) 


jx 一 x 过 | x 


(| x 一 区 | <》 | x x | 过 
一 1 


> ,工作 | x x | a 


I 
1—L 
因 0 二 LL<1, 根 据 Cauchy《 柯 西 ) 收 人 钙 原 理 可 知 序列 {x*) 收 化。 又 因 D。 是 闭 区 域 , 故 存在 
x" ED, ,使 lim x% 二 x” 。 由 条 件 (2) 又 可 知 G(x) 在 D。 上 连续 ,因而 有 
xX” 一 lim x 一 lim Glx™) = G(x') 
即 x* 是 方程 组 (4. 19) 的 解 。 
设 x" ,y" ED。 是 方程 组 (4. 19) 的 两 个 不 同 的 解 , 则 有 
fx”—y’ =iGx)— Gy’)i1 < 
Lilx —y "|<<|x"—y*| 


x 一 x (4. 24) 
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所 出 现 的 矛盾 证 实 x" 是 方程 组 (4. 19) 在 D, 内 的 唯一 解 。 
(2) 由 式 (4. 24) , 令 mm 一 co ,得 到 式 (4. 22)。 又 当 mm 之 1 时 ,有 


| x x | 二 >， | XD | < 
i= 1 


> lL x | < 
i 一 ] 


L 
1—L 


x 一 Xe | 


再 令 mm 一 ce ,就 得 到 式 (4. 23)。 


证 毕 ， 
实际 计算 时 ,可 预先 给 定 精度 水 平 >>0, 当选 代 序列 满足 小 江上 <。 时 停止 和 


代 , 取 当前 的 x” 作为 方程 组 (4. 19) 的 近似 解 。 也 可 利用 式 (4. 22) ,根据 给 定 的 误差 限 7>0， 
预先 确定 迭代 次 数 &, 使 近似 解 x“ 满 足 上 x* 一 x“ | 志 y。 
在 定理 4. 13 的 条 件 下 ,简单 迭代 法 (4. 20) 产 生 的 序列 {x' } 满足 
lx x = Gx ) Gx HILIx x" | 
其 中 0 二 二 1, 因 此 ,序列 {xz”} 是 线性 收敛 的 。 
在 CCxz) 是 问 量 xER" 的 线性 范 数 , 即 G(x) 一 Bx 十 d, 其 中 BE R"*” 是 常数 矩阵 ,dE R" 是 
常 问 量 , 则 和 迭代 公式 (4. 20) 成 为 


xc = Bxr®*+d (k=0,1,.) (4. 25) 
它 是 求解 线性 方程 组 x 二 Bx 十 d 的 迭代 法 。 此 时 ,G(R")CR", 且 对 任意 的 x,y€E R", 有 
iG 一 CGO = Bx DEB x—y| 


因此 ,根据 定理 4.13 可 知 , 当 | 召 ‖<1 时 ,对 任 取 的 x 关 "ER" ,迭代 公式 (4.25) 产 生 的 序列 
{x“”}; 必 收 钙 于 方程 组 x 二 Bx 十 d 的 唯一 解 x”。 这 个 结果 与 定理 2. 9 完全 一 致 。 

下 面 给 出 简单 迭代 法 (4. 20) 的 局 部 收敛 性 定理 。 

定理 4.14 设 G:DCR 一 R" xz eint(D) 是 方程 组 (4. 19) 的 解 ,G 在 x* 处 可 微 。 若 
G'(Cx 7 ) 的 谱 半径 p(G'(x  ))<1, 则 存在 开 球 D,= txz| 上 x 一 x* 1 <6,9>0}CD, 使 对 任意 的 
x' 0 ED ,由 和 迭代 法 (4. 20) 产 生 的 序列 {x“}CD, 且 收 仿 于 xx 。 

证 明 从 略 。 

对 于 线性 方程 组 x 二 Bx 十 d, 此 时 G(x) 二 Bx 十 d 在 R” 中 处 处 可 微 , 旦 对 任意 的 xER"， 
GC (x) 一 罗 是 常数 矩阵 。 根 据 定理 4.14, 若 中 的 谱 半径 o(CB)<1, 则 对 任 取 的 x'o ER" ,由 和 迭代 
法 (4. 25) 产 生 的 序列 {x } 必 收敛 于 方程 组 x 二 Bx 十 d 的 解 x 。 可 见 ,对 于 线性 方程 组 来 说 ， 
定理 4. 14 成 为 全 局 收敛 性 定理 。 此 外 ,从 定理 2.8 知道 ,o(B)< 1 不仅 是 迭代 法 (4.25) 收 化 
的 充分 条 件 ,而且 也 是 必要 条 件 。 但 是 ,对 于 非 线 性 方程 组 (4. 19) ,条件 po(CG (x* ))<1 只 是 
和 迭代 法 (4. 20) 收 敛 于 x* 的 充分 条 件 , 而 不 是 必要 条 件 ,其 原因 是 G(x) 不 是 常数 矩阵 而 是 依 
赖 于 变 向 量 x 的 函数 矩阵 ,这 正 是 线性 与 非 线 性 的 本 质 区 别 。 

例 6 用 简单 迭代 法 求解 下 列 方程 组 

3X1 -一 coOS 1 一 SIn yx 一 (0 


47x; 一 SIn Zi 一 cos .xr» 二 0 
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| x x | 本 


要 求 满足 精度 -TXT 和 10 。 
解 ”把 方程 组 写成 等 价 形式 : 


X! 一 二 (cos Xi sin TX) 


a 
| 


二 (sin Xi 十 COS > ) 

记 

] . 

二 (cos Xxi 十 Sin Xx,) 


A (sin Xi 十 cos xX,) 
则 有 GCR’)CR’, 昌 对 任意 的 x,yER: 有 


1 . . 
一 (cos yl 一 cos yi 二 Sin zs 一 Sin ys ) 


G(X) 一 CCYy) = ~ A(x—y) 
(sin Xi 一 Sin yi 十 cos xX, 一 cos y,) 
一 二 sin 和 本 cos 6 
其 中 A= ] 1 所 在 zi 与 入 之 间 ; 扣 ,六 在 vs 与 ye 之 间 。 于 是 有 
本 cos 办 sin 六 


coo 一 GO) 1 < alrlx—yl: </ lx— yl: 
因此 ,对 任 取 的 ze E Re ,迭代 公式 


时 1 和 

人) 一 可 (cos Xi 十 Sin rx) 
1 .. 

XY 一 (Sin Xi” 十 cos zx 


(k= 0,1,.) 
产生 的 序列 {xz”} 必 收敛 于 所 给 方程 组 在 R* 中 的 唯一 解 x" 。 取 zi 二 x 名 ?二 1, 则 当 &==28 时 
满足 精度 要 求 ,得 
zi 2 0. 415 169 427 139 
za 2 0. 336 791 217 025 


4. 2.3 Newton 法 


设 方程 组 (4. 15) 存 在 解 x Eint(D), 在 x" 的 某 个 开 邻 域 D,={x| x 一 x* 1 <6,6>0)CD 
内 F(X) 可 币 。 又 设 x EDPo 是 方程 组 (4. 15) 的 第 个 近似 解 。 由 一 阶 Taylor 公式 ,可 得 
{k) - 9 ;( ”2) 
f(x) SO fx” ) 十 2 ee 
今 用 线性 方程 组 


加 Ck) 
f(x) + DY Er) — zn) 一 0 (一 ,2 7) 
j=1 i 


(Xx; — Xi) (1 一 1 ,2,. ,nn) 
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即 Fx)x— rx) 一 一 下 (xc ) (4. 26) 
近似 代替 非 线性 方程 组 (4. 15) ,用 线性 方程 组 (4. 26) 的 解 作 为 非 线性 方程 组 (4. 15) 第 十 1 个 
近似 解 , 由 此 得 到 迭代 公式 
XD = x F(x) FX) (k=0,1,.) (4. 27) 
称 和 迭代 公式 (4. 27) 为 求解 非 线 性 方程 组 (4. 15) 的 Newton 法 。 特 殊 地 , 当 n= 二 1 时 ,和 迭代 公式 
(4. 27) 就 成 为 求解 一 元 非 线 性 方程 f(x;)= 二 0 的 Newton 法 
en pA) 0 
fiir ) 
定理 4.15 设 x eint(D) 是 方程 组 (4. 15) 的 解 , 下 :DCR" 一 R" 在 包含 x* 的 某 个 开 区 域 
SCD 内 连续 可 微 , 且 F(x* ) 非 奇异 , 则 存在 闭 球 D. = {x | Lx 一 x” | 委 S,S>>0)CS, 使 对 任 
意 的 xoE Do, 由 Newton 法 (4.27) 产 生 的 序列 {x }CD。 且 超 线性 收敛 于 x” ;车 更 有 F(x) 在 
域 S 内 二 次 连续 可 微 , 则 序列 {x'% } 至 少 是 平方 收敛 的 。 
证 明 从 上 略 。 
Newton 法 求 方程 组 (4. 15) 的 解 x" ,可 采用 如 下 的 算法 : 
(1) 在 x 附近 选取 x” EDD, 给 定 精度 水 平 s>0 和 最 大 迭代 次 数 M。 
《2) 对 于 上 二 0,1,… ,IM 执行 
OO 计算 FCx*) 和 F(x*)，。 
@ 求解 关于 Ax* 的 线性 方程 组 
F’ (x)Ax® =— F(x'®) 
3 若 上 Ax”* /xe, 则 取 x* 守 x ,并 停止 计算 ;否则 转 @。 
@ 计算 x 1 =x 十 Ax%。 
© 若 上 <M, 则 继续 ;否则 ,输出 M 次 迭代 不 成 功 的 信息 ,并 停止 计算 。 
例 7 试用 Newton 法 求解 例 6 的 方程 组 ,精度 要 求 与 例 6 相同 。 
解 Newton 法 迭代 公式 为 
十 sin x! — COS LX; [人 |=- Wh 一 COs XI 一 Sin Xz; ] 


— cos Tx” 4 十 Sin x JLAxY 4 和 和 一 Sin Xt 一 COSs Tx 
x 一- x'* 十 人 和) 
(k 一 0 9 9 “°) 


选 x 一 (1,1)', 当 k= 二 4 时 

— 0.276 244 x 10 0 ? 415 169 427 139] 
— 0. 206 813 x 10-3J Lo.336 791 217 025 
| Ax /x = 0.665 x 110 < 10° 


Ax'! 一 | 


故 取 x" 人 Ax。 

Newton 法 的 优点 是 收敛 快 ,一 般 都 能 达到 平方 收敛 。 但 是 ,在 许多 情况 下 ,Newton 法 对 
初始 向 量 x 的 要 求 比 较 苛 刻 , 往 往 要 求 x 很 靠近 解 x* ,Newton 法 才 收 敏 于 x" 。 此 外 ， 
Newton 法 还 须要 求 f;(x) (一 1,2,…,2) 的 各 个 偏 导数 。 为 克服 这 些 缺 点 ,出 现 了 许多 种 变 
形 的 Newton 法 。 
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4.2.4 离散 Newton 法 


?Xx (i,j 一 1,2,…,n) 如 果 用 差 商 代替 , 则 可 


Newton 法 (4. 27) 中 的 F(x% ) ,其 元 素 一 一 
得 到 新 的 迭代 公式 。 令 
h'* — (hi ,hs ,eh )T, hs” 天 0 (j= 1,2,..,n) 


PC 十 hoe) 一 Po) fx® th ve,)— fi(x®) 


万 人， hh 
JCx'* ,hh'*) — : : 
h'* hh 
其 中 e 是 第 7 个 维基 本 单位 向 量 。 和 迭代 公式 
x 一 和 一 J(x'™* ,hIF(Cx'®) (k — 0,1，…) (4. 28) 


称 为 求解 方程 组 (4. 15) 的 离散 Newton 法 ， 

为 求 方程 组 (4. 15) 的 解 x” Eint(D) ,离散 Newton 法 的 算法 如 下 ， 

(1) 在 x* 附近 选取 x” ED, 给 定 精度 水 平 e 汪 0 和 最 大 迭代 次 数 M。 

(2) 对 于 上 二 0,1,… ,IM 执行 

OD 选取 有 = 二 Ch hh )T 0 =1,2, ,Nn)。 

计算 FCx*) 和 J(x*,h'*)。 

3 求解 关于 Ax* 的 线性 方程 组 

JR ) Ax =— F(x® ) 

@ 若 | Ax* /x* 1 <e, 则 取 x* 之 x ,并 停止 计算 ;否则 转 回 ， 

@) 计算 x 一 X 人 十 Ax'o 。 

@ 车 kM, 则 继续 ;否则 ,输出 M 次 迭代 不 成 功 的 信息 ,并 停止 计算 。 

选取 h” 除 保证 hi 隆 0(j 一 1,2,…,n) 外 ,还 应 使 x 中 十 hi?e) EDGj==1,2,…,n)。 有 时 可 
取 h;” 为 与 & 无 关 的 非 零 常数 hj 二 1,2,…,n)。 如 果 取 hh 二 c; 上 F(x 中 ) (ec 为 非 零 常数 ; 
] 二 1,2,…,n), 那 么 ,此 时 的 离散 Newton 法 (4. 28) 称 为 Newton - Steffensen( 牛 顿 -斯 带 分 
森 ) 方 法 。 在 定理 4.15 Newton 法 至 少 平方 收敛 的 条 件 下 ,只 要 c 选取 恰当 ,Newton - 
Steffensen 方 法 也 收敛 而 且 也 是 至 少 平方 收 化 。 


习 是 


1. 用 对 分 法 求 下 列 方程 的 根 , 要 求 绝 对 误差 限 为 10-: : 

(1) x 一 3z 十 1 二 0 (只 求 最 大 的 正 根 ); 

(2) Z 十 Sin XX 二 1。 

2. 用 简单 迭代 法 求 下 列 方程 的 根 , 当 满足 lz 一 zilvizel 委 10 时 结束 迭代 ,并 说 明和 迭 
代 收 敛 的 理由 : 

(1) ee” 十 10x 一 2 二 0， 

(2) x 一 tan(x 一 1) 二 0 (只 求 最 小 的 正 根 ); 
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(3) e 一 cos Xx (只 求 最 小 的 正 根 )。 
3. 证 明 下 列 迭 代 公 式 产生 的 序列 {zx} 收敛 ,并 判断 有 几 阶 收敛 速度 ? 
[. € [1.7,2] 


rui 二 1 十 十 十 十 (k=0,1,..) 
-站 天 本地 


4. 证 明 下 列 选 代 公 式 产 生 的 序列 (zej} 收敛 于 Va(Cae>0) ,并 有 三 阶 收敛 速度 ， 


Xi(Czx 十 3a) 
一 一 屎 一 DO, 1,…- 
etl 一 3 2 -a ( ) 


其 中 zx。 充分 接近 Va 。 

5， 试 用 Steffensen 进 代 法 求 方 程 

e” 十 1]0rx—2=0 

的 根 , 要 求 |z 一 ze-11/|zs| 夺 10 下。 

6. 用 Newton 法 求 下 列 方程 的 根 , 要 求 | x 一 Xx 1/izi | 所 10 司 ,并 说 明 收 敛 的 理由 : 

(1) Z 十 Sin ZX 二 1; 

(2) X=5—27”; 

(3) z= 二 tan x (只 求 在 z 王 100 附近 的 根 )， 

7. 函数 f(z) 满 足 什么 条 件 可 使 Newton 法 (4.7) 具 有 三 阶 收 伍 速度 ? 其 中 zx。 充分 靠近 
方程 f(x) 二 0 的 根 ;。 

8. 设 ;是 方程 f(x)==0 的 根 , fF?*(x) 在 ;的 某 个 邻 域内 连续 ,并 上 且 f(s) 关 0。 令 

f(x) fx) 了 

f (x) th | Pe) 
为 使 选 代 法 zt 一 PCze)(R 一 0,1,…) 能 够 至 少 以 三 阶 收敛 速度 收敛 于 s, 则 应 如 何 选取 函数 
h(xr)? 

9. 试 分 别 用 割 线 法 和 单 点 割 线 法 求 方程 


TX 十 SnxX=1 


P(X) = IC— 


的 根 , 要 求 |z 一 ze_i11/1zs| 夸 10。 
10. 试用 简单 迭代 法 求 方程 组 
ce 十 2z 一 1.97 
{ 十 ez 一 1.2 
在 区 域 D={(zxi ,xz) Es 之 0. 5,ZXz 之 0. 5; 内 的 解 ,要 求 上 x 他 一 x 让 /x 有声 0. 000 5， 
并 说 明 收 敛 的 理由 。 
11. 试用 Newton 法 求 方程 组 
[i (XxX 十 y) = 二 1.2 
yy 十 cos (Zz 十 y) 一 0.5 
在 区 域 D= {(x,y) ] 1 志 x 志 1.5,1 声 y 声 1. 5} 内 的 解 ,要 求 上 x 一 x 了? /x 有声 10-4， 
并 说 明 收 敛 的 理由 。 
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插值 与 逼近 都 是 指 用 某 个 简单 函数 在 满足 一 定 条 件 下 ,在 某 个 范围 内 近似 代替 另 一 个 较 
为 复杂 或 者 解析 表达 式 未 给 出 的 函数 ,以 便于 简化 对 后 者 的 各 种 计算 或 揭示 后 者 的 某 些 性 质 。 


5.1 代数 插值 


5.1.1 一 元 函数 插值 


定义 ” 设 有 x 十 1 个 互 异 的 实数 zo ,XT ，… ,zn 和 了 十 1 个 实 值 函 数 PCz)，mCz)，… 
2p. (Z) ,其 中 nm。 若 问 量 组 
由 三 (Crz) peri Pra)) (k=0,1,..,n) 
线性 无 关 , 则 称 孙 数组 {pi (zx) (k= 二 0,1,…,n)) 在 点 集 {x;(i= 二 0,1,…,m)) 上 线性 无 关 ; 否 则 称 
为 线性 相关 。 
例如 , 孙 数 组 {2 十 x,1 一 +,zx 十 x ) 在 点 集 {1,2,3,4) 上 线性 无 关 。 


又 如 ,函数 组 {sinx,sin2x,sin3z} 在 点 集 (0, 吾 ' 全 "| 上 线性 相关 。 


给 定 n 十 1 个 互 蜡 的 实数 zo ,Xz ,… ,x ,， 实 值 晒 数 f(x) 在 包 合 zo ,XK ，,，… ,x 的 某 个 区 间 
[a,b] 内 有 定义 。 设 函数 组 
{pr) (k=0,l,.,n)) 
是 次 数 不 高 于 的 多 项 式 组 , 且 在 点 集 {xo ,Xi1，… ,Xx,} 上 线性 无 关 。 
现在 提出 如 下 的 问题 ;在 次 数 不 高 于 的 多 项 式 集合 
2, = Span{ go yp】 


中 寻求 多 项 式 
p(x) = > copk( 工 ) (5. 1) 

使 其 满足 条 件 
pa (Xi) 一 f(x;) (1 =0,1,.…,n) 《5。 2) 


此 问题 称 为 一 元 函数 的 代数 插值 问题 。x, ,zl ,… ,xz 称 为 插值 节点 ;f(x) 称 为 被 插值 水 数 ，; 
pi(X) (上 二 0,1,…,n) 称 为 插值 基 函 数 ; 条 件 (5.2) 称 为 插值 条 件 ; 满 足 插 值 条 件 (5. 2) 的 多 项 
式 (5. 1) 称 为 n 次 插值 多 项 式 ， 

由 于 插值 基 函 数组 (g(x) (k= 二 0,1,…,n)}) 在 点 集 {zo ,xz ，…,X,} 上 线性 无 关 , 所 以 满足 插 
值 条 件 (5. 2) 的 n 次 插值 多 项 式 p, (zx) 是 存在 且 唯 一 的 。 

又 由 于 插值 基 泪 数组 限定 为 次 数 不 高 于 n 的 多 项 式 组 ,所 以 对 于 不 同 的 插值 基本 数组 ,只 
要 满足 同一 插值 条 件 (5. 2) , 则 所 得 的 n 次 插值 多 项 式 也 是 唯一 的 。 

今 取 插 值 基 函数 为 
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_ 7 了 一 工 一 0,1,…， 5. 3 
li (xz) [二 二 记 (k = 0,1,%,n) (5. 3) 
显然 ,W(xz)(k=0,1,…,n) 都 是 nn 次 多 项 式 , 且 具有 下 列 性 质 
1， 1 一 尺 
li,.(X;) 一 , 
0， 1 关上 
因此 ,函数 组 {L(x)(4 二 0,1 ,一 ,7n)}) 必 在 点 集 {xo ,XT ,… ,Xs,} 上 线性 无 关 , 并 且 
p(X) = U(x) fxr) (5. 4) 
大 一 0 
或 
Ei n XT— 工 ) 
p(TX) 一 2 (HH) (5. 5) 
了 天 天 


就 是 满足 插值 条 件 (5.2) 的 n 次 插值 多 项 式 。 

形 如 式 (5. 5) 的 插值 多 项 式 称 为 Lagrange( 拉 格 朗 日 ) 插 值 多 项 式 , 而 式 (5.3) 所 表示 的 
n 次 多 项 式 称 为 Lagrange 插值 基 肾 数 , 并 称 这 种 构造 n 次 插值 多 项 式 的 方法 为 Lagrange 插 
值 法 。 

定义 ” 设 实数 zx ,XT ，,… ,Xx, 互 异 , 称 比值 


flzxo ,zi 一 


为 f(x) 关于 节点 zo ,Xi 的 一 阶 差 商 。 称 比值 
FLzo sl1 ,2 | 一 flxo ,x2 flxo ,x | 


之 2 一 泡 ] 


为 f(x) 关于 节点 0 9 之 1 9 之 2 的 二 阶 差 商 。 一 般 地 , 设 了 f(z) 的 k—1 阶 差 商 已 定义 , 则 称 比 值 


f(x1)— f(xo) 


AX] Xo 


大 zs 9 1 9 ,Th | 一 flxo ot] 9s""* » Ta! 
| 


为 大 xz) 关于 节点 0 人 1 9 9 的 阶 差 商 (k= 二 2,3,…,n)。 
特殊 地 ,f(x;) 称 为 f(x) 关 于 x; 的 零 阶 差 商 。 
今 取 插值 基 函 数 为 


jzo ?直上 »* Th | 一 


R—1 
Got) 1l, pr) = [| rmx) (= 1,2,.,n) 


区 数组 (pC《zT) Ck 二 0,1,…,n)) 是 次 数 不 高 于 nn 的 多 项 式 组 , 且 在 点 集 {xzo ,Xi，… ,Xx.)} 上 线性 无 
大 。 因 此 ,n 次 插值 多 项 式 p,(zx) 可 表示 为 
p(X) 二 co 十 CCX 一 X00) 十 co《(T 一 Xo)(X 一 XT) 十 一 十 
C (Xo To To TT X11) (5.6) 

令 p,(z) 满 足 插值 条 件 (5. 2) ,得 到 关于 系数 co ,cl,…,c, 的 下 三 角形 线性 方程 组 

p(Xo) 一 co = f(xo) 

p(XT1) 一 co 十 clGCzl 一 Zoo) = f(x) 

PalXs) 一 co 十 czs 一 Zo) 十 cz(Crzrs 一 Zo)(Czas 一 TI) = f(x;) 


pr Xa) 一 co 十 cl To) TT) CT Oo T(r 一 1) = fx,) 
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由 此 方程 组 可 递 推 地 求 出 系数 Co ,C1，"** ,Cs， 并 可 用 差 商 表示 ,结果 如 下 : 
co = f(xo) 
二 f(r) — f(ro) 


1] Xo 


一 fix Zi] 


zi) 一 Aro) 一 clGCzs To 


) 
用 (Xs — To) (Xs CO— X11) | fz | ,TX2 


使 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 
c 一 Hzozz lj (k= 1,2,.…,n) 
把 所 得 到 的 cs 代入 式 (5. 6) 就 得 到 另 一 种 形式 的 次 插值 多 项 式 
pa (x) = f(xo) flLxo ,xi (rexo) + 
A 


flxos Ti rT, | (To Xo) rT) (To X11) (5.7) 
形 如 式 (5.7) 的 n 次 插值 多 项 式 称 为 Newton 插值 多 项 式 ,而 这 种 插值 法 称 为 Newton 插 


值 法 。 : 
根据 满足 插值 条 件 (5. 2) 的 n 次 插值 多 项 式 的 唯一 性 ,任意 交换 节点 zo,zi，……zw 的 次 序 
所 得 到 的 各 个 ”次 Newton 插值 多 项 式 都 是 同一 个 n 次 多 项 式 。 特 别 是 ,由 于 x" 项 的 系数 均 
相同 ,因而 可 知 ,f(x) 关 于 节点 zo ,Tz1，… ,zs 的 nn 阶 差 商 与 节点 的 排列 次 序 无 关 。 于 是 有 
flro 9 ,Tj = flx 2 ,Xo 一 


fix ?2 ;To J 一 [zi 之 2 | _ 
过 0 A 


FLzizz wz 一 FLzoyzi，…zrl] 


之 Pr To 


由 此 可 知 , 下 列 等 式 成 立 ， 


Fras se sz] = re Ta THe) fT Tl Te | 
日 ni 十 一 
Tirk i 


根据 差 商 的 这 个 性 质 ,就 可 由 数 表 (xz;, f(z)) (i 二 0,1,…,n) 造 出 差 商 表 , 逐 列 计算 f(z) 的 各 阶 
差 商 ,从 而 得 出 Newton 插值 多 项 式 (5.7) 中 的 各 个 系数 c 一 [zo ,xi ,… ,zi](k 二 0,1,…,n)。 四 
个 节点 的 差 商 表 见 表 5 - 1 。 

表 S-1 差 商 表 


FLre 1] 


flxos ris re) 
fl x ,x flro » TI1 syT2 Ta | 


fx 9 2 ,Ts | 


/Lx2 xsj 


由 于 满足 条 件 (5.2) 的 n 次 插值 多 项 式 是 唯一 的 ,所 以 ,Lagrange 插 值 多 项 式 (5.5) 和 
Newton 插值 多 项 式 (5.7) 是 同一 个 n 次 多 项 式 。 
用 nn 次 插值 多 项 式 p,(xz) 近 似 蔡 代 被 插值 函数 f(x) ,得 近似 等 式 
fr) ~ p(X) (5. 8) 
式 (5. 8) 称 为 插值 公式 ,并 称 误差 
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下 CTZ) = flr) — p(x) 
为 插值 公式 (5. 8) 的 余 项 或 截断 误差 。 
用 记号 天 表示 包含 实数 工 ,xo ,TI ,… ,7, 的 最 小 闭 区 间 , 记 号 1 表示 含 于 I 中 的 最 大 开 
区 间 ,又 记 
Wl (TXT) = (To Xo) ro Tr) (并 一 工 ，) 
定理 5.1 设 zy,zi,…,zr 是 互 异 的 实数 ,对 于 给 定 的 实数 zx, 实 值 函 数 f(1) 在 区 间 I 上 
具有 2 十 1 阶 导数 , 则 插值 公式 (5. 8) 的 余 项 为 


_ f/f" (0 »(é) 
RK, (x) 《7 十 1)1 rl 


Cz) (5. 9) 
其 中 SE 1 且 依 赖 于 z。 

证 当 给 定 的 x 恰 是 某 个 节点 x; 时 , 式 (5.9) 两 边 都 为 零 ,定理 的 结论 显然 成 立 。 今 设 给 
定 的 x 蜡 于 所 有 的 节点 。 构 造 辅助 函数 


gb = fp) HDT pr) 


wi 1 (TX) 
因 f(D ,p, (和 wi1(?) 都 在 1 上 nn 十 1 次 可 微 , 故 函数 g(1) 也 如 此 。 显 然 ,函数 g(1) 有 nn 十 2 
个 互 异 的 零点 工 ,Xo ,XT1,"… ,Xs。 由 Rolle( 罗 尔 ) 定 理 可 知 ,g(t) 在 区 间 i, 内 至 少 有 nn 十 1 个 了 互 
弄 的 零点 。 再 对 函数 g'(1) 使 用 Rolle 定理 ,可 知 在 1 内 至 少 有 个 互 异 的 点 使 g(t) 二 0。 如 
此 反复 使 用 Rolle 定理 ,最 后 可 知 至 少 存在 一 点 teE i ,使 得 

g'” (6 一 0 


< 显然 与 所 给 的 zx 有 关 。 由 于 
f(x) — p(x) 


gD = DE nt 1)! 
因而 有 
f(x) — plz) = (7) 
其 中 经 天 且 依 赖 于 >。 
证 毕 . 
知已 知 常数 M,, 1 满足 
max | f° | 过 AM 
则 余 项 的 估计 式 是 | 
| RK, (x) < | wi (7) | 


从 余 项 表达 式 (5.9) 可 看 出 , 当 f(x) 是 次 数 不 高 于 nn 的 多 项 式 时 ,无 论 n 十 1 个 互 异 的 插 
值 节点 zo ,x1，… ,x 如 何 选取 , f(z) 的 次 插值 多 项 式 p(x) 就 是 f(x) 本身。 特别 是 ,由 
f(z) 志 1 的 n 次 Lagrange 插值 多 项 式 可 推 知 ,任意 的 n 十 1 个 互 异 的 zz,…,z, 形成 的 
Lagrange 插 值 基 郴 数 (5.3) 具 有 下 列 性 质 


Dn) = 三 1 
由 Newton 插值 多 项 i 式 的 构成 方法 可 知 ， 行 zx 是 异 于 zzi，…zn 的 实数 , 则 函数 f(1) 的 
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以 zzz 为 播 值 节 点 的 2 十 1 次 Newton 插值 多 项 式 为 
pailt) = pa) fro ri Ts rT TO)t Oo XT) to x,) 
因而 有 
fx) = prt Cx) = pi CT) fro Ti srr Tx — Xo) ro TI) (To x,) 
其 中 p,(z) 是 nn 次 Newton 插值 多 项 式 (5.7)。 因 此 ,插值 公式 (5. 8) 的 余 项 也 可 表示 为 
R,(x) = FLzoyzi rr Ta rT Ire To (ro rx) (ror,) 
由 此 得 到 f(z) 的 n 十 1 阶 差 商 与 f(z) 的 nn 十 1 阶 导 数 的 关系 


,, f° (CE) oo 
flLzxo zi， "TT = DT AGE 


例 1 试 由 f(x)= 二 27 的 图 数 表 
并 一 1 0 1 


fl\zx) 0.5 1 2 


建立 二 次 插值 多 项 式 p; (xz) ,用 以 计算 2*; 的 近似值 ,并 估计 截断 误差 。 
解 ” 使 用 n==2 的 Lagrange 插值 多 项 式 (5. 5) ,得 


(xX—0)(z—1) 〈 立 十 1 一 1) 
Pa 《7) (一 1 一 0)( 一 1 一 1) ?十 COFFS 
(十 1)(x 一 0) 


2 二 0.25x 十 0.75X 十 1 


(1 十 1(1 一 0) 
也 可 使 用 n==2 的 Newton 插值 多 项 式 (5.7)。 由 差 商 表 5 - 2 可 得 
表 5-2 f(x)=2” 的 差 商 表 


pz (x) = 太一 1) 十 FF 一 1,0](z 十 1) 十 FL 一 1,0,1](Cz 十 1)(z 一 0) 一 
0.5 十 0.5(zT 十 1) 十 0.25(X 十 1)x = 二 0.257x 十 0.75X 十 1 
2°%3 a ps(0.3) = 1.2475 
因 产 (x)=2* (dn 2)’， max, | 产 (z) |= 2dn 2)? 二 0.6660, 故 有 


0.666 0 
31! 


可 见 , 用 p20.3) 二 1.247 5 作为 2 的 近似 值 , 可 保证 有 两 位 有 效 数 字 。 

利用 插值 多 项 式 如 ,(z) 计 算 被 插值 函数 f(x) 在 区 间 [a,5j] 上 任 一 点 xz 处 的 近似 值 ,总 希 
望 截断 误差 的 绝对 值 |R, (zx) | 更 小 一 些 。 影 响 | R(x)| 大 小 的 因素 主要 是 插值 多 项 式 的 次 
数 n 和 插值 节点 的 选择 。 理 论 上 和 计算 实践 都 说 明 高 次 插值 不 可 取 。Runge( 龙 格 ) 给 出 了 一 


个 例子 ,jz) 一 二 二 在 区 间 [ 一 5,5] 上 使 用 n 十 1 个 等 中 节点 x 二 一 5 十 ;Ci 一 0,1,…,n) 作 
"次 插值 。 采 用 Lagrange 插 值 多 项 式 的 形式 ,得 ”次 插值 多 项 式 


| 2°3 — p, (0.3) | 云 | (0.3 十 1)(0.3 一 0)(0.3 一 1) |= 0.030 30 
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十 5 一 2 
n 


Cr) = Oe 
名 HL | 1+ (5 +1) 
取 z 一 3.6 和 Z 一 4.7 ,分别 作 zx 一 10 次 和 ==20 次 插值 ,结果 为 
pio (3.6) 一 一 0. 254 602 7, pio(4.7) = 1.958 95 
pzo (3.6) 一 一 0.114 347 9, po (4.7) 一 一 28. 662 6 
其 插值 结果 与 
f(3.6) = 0.071 633 237 8, f(4.7) = 0.043 308 79 
相差 其 远 。Runge 已 经 证 明 , 当 n>co 时 ,p(x) 不 在 整个 区 间 [ 一 5,5] 上 收敛 于 f(x)，。 
在 实际 计算 中 ,通常 采用 分 段 低 次 插值 。 
设 节 点 等 距 ,x; 二 zo 十 记 (hh 之 0) ,f(zi;) (1==0,1,…,n) 已 知 。 对 给 定 的 x, 要 采用 m 次 插 
值 (1 委 im 委 3) 计 算 f(zx) 的 近似 值 。 为 使 1R, (zx) | 中 的 因子 |wyi(zx) | 尽量 小 ,应 选择 最 靠近 工 
的 m 十 1 个 节点 作为 插值 节点 。 例 如 ,采用 二 次 插值 ,应 按 以 下 方法 选择 三 个 插值 节点 ; 若 


XX 十 乞 , 则 选 Xo 9 之 192 ;大 并 之 1 一 所 , 则 选 Xn 2 Tn ,Xn; 若 过 Lr, 十 到 (2 二 


2 
JT<7 一 2), 则 选 Til1 rT yirlo 
在 区 间 [La,6b] 上 分 段 低 次 插值 所 得 的 插值 酒 数 在 区 间 [a,5] 上 一 般 是 不 连续 的 ,或 者 虽然 
插值 函数 连续 ,但 其 导数 不 连续 。 因 此 ,这 种 分 段 低 次 插值 不 适用 于 光滑 性 要 求 高 的 外 形 
设计 。 


S$S.,1.2 二 元 孙 数 插值 


设 ae 委 zTo 生 Di 二 <T is 魏 0c 委 %< 二 < 区 < 和 d ,函数 f(x,y) 是 定义 在 
矩形 域 辣 ={e 和 z 委 bc 委 y 委 dd) 上 的 实 值 函 数 。 取 点 集 {(zyy )(G 一 0, 1 ,ny 一 0,1，…， 
m)) 为 插值 节点 , 取 在 插值 节点 集 上 线性 无 关 的 函数 组 {9 (zyy)(E 一 0,1, nir 一 0,1,…， 
7) } 为 插值 基 函 数组 ,其 中 gi, (zx,y) 是 工 不 高 于 n 次 、y 不 高 于 m 次 的 二 元 多 项 式 。 在 集合 

9 = Span{ goo ss Pom se suo yee sD ) 
中 寻求 二 元 插值 多 项 式 


mn nt 


Prm (X,Y) = > Car Per (X,Y) (5. 10) 
0 


使 其 满足 插值 条 件 
Pum (Ti9y;) = frisgy;) (t= 0 ,7n;f = 0,1,.,m) (5. 11) 
此 问题 就 是 二 元 消 数 的 代数 插值 问题 。 
由 于 插值 基 困 数组 fo 《x,y)(k 二 0,1,…,n;r 二 0,1,…,m)} 在 插值 节点 集 上 线性 无 关 ， 
所 以 ,满足 插值 条 件 (5. 11) 的 二 元 插值 多 项 式 (5. 10) 是 存在 且 唯 一 的 。 
现 取 插值 基 消 数 


Pe (XT,Yy) -一 l.(r) il,(y) (Ek = Dl, nr < 一 O01],* ,71) 


其 中 
L(x) = ,J(y)= > (5. 12) 
. 二 > 下; Yi 
EP tr 
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这 样 的 gs, (x,y) 是 x 为 n 次 、y 为 m 次 的 二 元 多 项 式 , 有 日 满 足 
1] ， (1,7) = (k,r) 
PT 0 7) Fsn) 
因而 基 函 数组 1pu (x,y)}) 必 在 点 集 { (xi,y;)} 上 线性 无 关 , 并 且 可 知 满足 插值 条 件 (5. 11) 的 二 
元 插值 多 项 式 为 
pm (XY,y) 一 SILC frisy,) (5. 13) 


其 中 以 C(x) 和 /,(y) 由 式 (5.12) 给 出 。 式 (5. 13) 称 为 Lagrange 形式 的 插值 曲面 。 

近似 等 式 

f(xy) A pan (Tsy) (5. 14) 
称 为 二 元 函数 的 Lagrange 插值 公式 , 式 中 p(x,y) 由 式 (5. 13) 给 出 。 称 
Ra (Hy) = fx) pan (X,Yy) 

为 插值 公式 (5. 14) 的 余 项 或 截断 误差 。 利 用 一 元 函数 插值 公式 的 余 项 (5.9) 可 推出 R,,, (zyy) 
的 表达 式 。 

设 f(x,y) 在 区 域 D 上 对 x 有 7 十 1 阶 偏 导 数 、 对 y 有 以 十 1 阶 偏 导数 ,并 设 (z,y)EDD, 则 
由 式 (5. 9) 可 得 


RX,Yy) 一 大 zy) 一 lr) fry) 十 


Dn fssy) 一 》\7， WV Dh Dry) = = 


rr 一 0 


CT (x) etl) J {mt1) 
nl fe $y) + EA f mn (TEsD) (5. 15) 


其 中 EE (a.b),nE 与 (小 有 闫 i C1 (XTX)=(r— ro (ro Tr (Tro 7, ), 
Wl Y= YE yO(V— yy Yn) 同 理 又 可 得 


Wl (y) (mt 1) WwW, 1 (XT) 
Rn (TY) = DT fe (7D 十 如 二 二 1)1 


其 中 mE (c,d),&E€ (a,b) 有 昌都 与 (zx,y) 有 关 。 
由 余 项 表达 式 (5. 15) 或 (5. 16) 可 知 , 若 被 插值 函数 f(x,y) 是 + 为 n 次 .y 为 m 次 的 二 元 
多 项 式 


Dw fe (€,Yy,) (5. 16) 


f(x,y) = 人 >， Dry 
则 f(x,y) 的 二 元 插值 多 项 式 (5. 13) 就 是 /(x,y) 本 身 ， 
奉 已 知 常数 M 和 六 满足 
iINax fm mt] (x,y) | 


(Cr. VED a We 


则 由 式 (5. 15) 可 得 余 项 的 估计 式 


| wr 1 CX) 】 | oaCy) | 
Rw) [< ir Mt i NS | lz) | 


例 2 试 利用 f(x,y) 的 函数 表 


x fon (ry) EN 
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建立 工 为 二 次 、y 为 一 次 的 二 元 插值 多 项 式 ps(x,y), 用 以 计算 f(0.3,0. 8) 的 近似 值 。 
解 ” 由 n=2,m 二 1 的 二 元 插值 多 项 式 (5. 13) 可 得 


1 一 】 
pa (X,Yy) 一 FAT 1) (> =0: 25 十 


y— 0.5 
0.5 


y—0.5 
0. 5 


0. 43 ) 一 


(z+ Dr— D(H50.5+ 


0. 87 ) 


37(r+l) (LT + 
0.17x’y 十 0.55xy 十 0.04x’ 十 0.1z 十 0， 74y 十 0.13 
f(0.3,0.8) 2 pa (0.3,0.8) = 0.899 84 
与 一 元 了 消 数 的 情形 相 类 似 , 二 元 函数 的 代数 插值 也 不 宜 使 用 高 次 插值 ,而 应 采取 分 片 低 次 
插值 。 常 用 的 是 分 片 双 一 次 或 双 二 次 或 对 一 个 变量 一 次 对 另 一 个 变量 二 次 插值 。 设 
TX; 二 Toih (t=0.1,*,n) 


1.73)= 


多 一 加 十 和 并 (=0.1,.,m) 
A>0,r>0, 则 当 (z,y) 给 定之 后 ,根据 zx 选择 zx; 和 根据 y 选择 y; 的 原则 与 一 元 函数 情形 相 
同 。 例 如 ,要 采取 双 二 次 插值 , 且 (Cz,y) 满 足 


二 和 二 二 二 十 和 2 二 1 广 7 一 2 
z . 
YF SY tTF: jm 一 2 
则 应 选择 (zs,y,) 《=i 一 1,7,i 十 1;7 二 j 一 1,j,j 十 1) 为 插值 节点 ,相应 的 插值 多 项 式 为 


i 1 j—] 


pzr(zy) = DD UL yf re,y,) (5. 17) 
k=il rr 一 广 1 
其 中 
a i 。 。 
4 一 有 一 (R 一 1 一 1 十 1) 
Eo 
~ 11 1} 一 
l,(y) = 2 oj 1,j,j+1) 
:= Yr Yi 


如 果 zs 十 羡 或 z> 一生, 则 在 式 (5.17) 中 取 i 一 1 或 ;二 n 一 1; 如 果 yn 十 三 或 y> 
yw-1 一 万 ; 则 在 式 (5.17) 中 取 j=1 或 j=m 一 1， 
S$S.2 Hermite 插值 


前 面 所 讨论 的 代数 插值 问题 只 要 求 插值 多 项 式 p, (x) 满 足 插值 条 件 (5.2) ,这 些 条 件 仅 对 
节点 处 的 函数 值 作 了 约束 ,因而 所 得 的 插值 多 项 式 不 能 全 面 反 映 被 插值 函数 f(zX) 的 性 态 。 如 
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果 插 值 条 件 再 增加 对 节点 处 导数 的 限制 , 则 所 构造 的 多 项 式 一 定 能 更 好 地 逼近 涌 数 f(x)。 

给 定 2 十 1 个 互 异 节点 zo ,zi Xn， 并 已 知 薄 数值 y;= 二 f(zri) (i 二 0,1,…,n) 以 及 导数 值 
yi 二 了 (xi ) (4 二 0,1,…,m) ,其 中 ,标号 io ,i 宙 ，…,in 互 异 ,0 二 i 二 n,m 人 nn。 问题 是 :在 次 数 
不 高 于 区 十 n 十 1 的 多 项 式 集合 9 ,+1 中 求 一 多 项 式 : 


mnt+l 


Ham (7X) 一 2) ajxi (5. 18) 

使 其 满足 条 件 
| Hn Cx;) 一 Vi (7 一 0 1 1,…，77) (5。 19) 
Haan (Ta) = ys (k=0,1,.,m) (5. 20) 


此 问题 称 为 Hermite( 埃 尔 米 特 ) 插 值 问题 ,也 称 为 带 导 数 条 件 的 代数 插值 问题 。 满 足 条 件 
(5. 19) (5. 20) 的 多 项 式 (5. 18) 称 为 Hermite 插值 多 项 式 。 
定理 5.2 设 n 十 1 个 节点 zo ,Xi ，,…,z, 互 异 , 则 在 多 项 式 集合 2 中 ,唯一 地 存在 多 项 式 
(5. 18) ,满足 条 件 (5. 19)、(5. 20) 。 
证 
先 证 存在 性 。 令 
Hn CTX) = 力 (Z) + qn (XT) wr (ZT) (5.21) 


其 中 pa《ZX) 是 满足 插值 条 件 (5. 2) 的 nn 次 插值 多 项 式 ， qm (TX) 一 Dj arr o 显然 , Hi,isii1 (7X) EE 
F441, 并 且 , 对 任意 的 9,, (7x) ,多 项 式 (5. 21) 已 满足 条 件 (5. 19) 。 由 条 件 (5. 20) 得 


H’,,.,.) 《Zi ) — p' (x, ) + ga Cx ) | Cx — ZX;) = 一 yy 
j=0 


Ea 
因而 有 
qz ) 一 [一 加 (za 站/ Tr, — zx) (k= 0,1,.,m) (5. 22) 
j=0 
7 天 站 


式 (5. 22) 是 一 个 以 co ,al，…,an 为 未 知 数 的 线性 方程 组 。 因 消 数 组 {1,x,…,x”) 在 点 集 {xz; 
(k 二 0,1,…,m)) 上 线性 无 关 , 故 线性 方程 组 (5.22) 有 了 唯一 解 ao ,al,…,a,。 因 而 多 项 式 
(5. 21) 被 确定 , 它 满足 条 件 (5. 19)、(5. 20) 。 


再 证 唯一 性 。 设 存在 两 个 多 项 式 H(zx), H(z)E€ 9,,,,1, 它 们 都 满足 条 件 (5.19) 和 


(5. 20)。 记 r(r)=H(zx)— H(z) , 则 有 
rzi) 一 0 (1=0,1,.,n) 
r (zi)=0 (k= 0,1,,m) 
因而 r(x) 有 m 十 1 个 二 重 和 零点 和 7 一 m 个 单 零 点 。 由 于 2《m 十 了 ) 十 n 一 m 二 m 十 n 十 2, 而 r(xX)E€ 


2, 所 以 只 能 r(x) 二 0, 即 H(zx) 寺 H(z)。 

证 毕 。 

定理 5.3 设 zm,z ,zi 是 互 异 的 实数 ,对 于 给 定 的 z, 实 值 函 数 f(1) 在 区 间 到 上 具有 
mm 十 n 十 2 阶 导 数 , 日, (Cz) 是 满足 条 件 (5. 19) (5. 20) 的 Hermite 插值 多 项 式 , 则 用 HH, ;1 (xz) 
近似 代替 f(z) 的 余 项 为 
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四 加 FT (6) 
RGCz) = flr) — Hn (x) 一 mn 
其 中 &€E 1 且 依 赖 于 zx。 

证 ” 当 z 恰 是 某 个 节点 x; 时 , 式 (5. 23) 两 边 都 为 零 ,定理 结论 成 立 ,& 可 为 1 工 内 任 一 点 。 今 


设 工 异 于 所 有 的 节点 。 构 造 辅助 函数 


pr GDTTCz 一 mo) (5. 23) 


g(t) = Fi) 一 万。 (1) ”太一 人 ez GDTTG 一 二) 


nm 


Wl (z) [[ (x— zx;) 让 
易 知 ,zzo,zi， ,x 是 g (2) 的 零点 。 根 据 Rolle 定理 ,g (1) 在 区 间 [ 内 至 少 有 2 十 1 个 异 于 
zyzoyz 和 wzn 的 零点 ;又 Xz (k 一 0,1,…,m) 也 是 8 (1) 的 零点 , 故 g (2) 在 区 间 六 内 至 少 有 
m 十 n 十 2 个 互 异 零点 。 继 续 使 用 Rolle 定理 ,可 知 g"*"*”(1) 在 1 内 至 少 有 一 个 零点 &$, 即 
gm (£) 一 0 
其 中 6€ 1 且 依 赖 于 z。 但 


gpg) = Fort Cp) — AE) Hn 7) 


Wri CTX) [Ff (T— Zi) 
用 :一 上 代入 上 式 , 并 解 出 f(z) 一 旦 ,+w+1《7X), 即 得 式 (5. 23)。 
证 毕 。 
满足 条 件 (5.19)、(5. 20) 的 Hermite 插值 多 项 式 H,,,;i (zx), 在 几何 上 表示 曲线 
y 王 五 。+i(CZ) 不 仅 要 通过 点 (zyi)(0 一 0, 1 2) ,而 且 在 点 (zy )《% 二 0,1,…,m) 处 , 曲 
线 y 一 五 。 .CCz) 与 曲线 y= 二 f(x) 有 共同 的 切线 。 


(Cm 二 nn 二 2)1 


例 3 给 定数 表 
工 一 1 0 l 2 
f(z) 10 14 16 15 
f(x) 1 0. 1 


求 次 数 不 高 于 5 的 多 项 式 互 :(Cz) ,使 其 满足 条 件 

H;(x;) = f(z) (1: = 0,1,2,3) 

H’s(zx) = zz) (=0,2) 
其 中 z; 二 一 1 十 i(i 二 0,1,2,3)。 

解 ” 先 建立 满足 条 件 

Pa3(Xi) = f(x) (1 = 0,1,2,3) 

的 三 次 插值 多 项 式 ps (zx), 现 采 用 Newton 插值 多 项 式 
pa (zx) = f(zo)t flLzxo ,x ll(r— zo)+ 
flLzxo sy Ti Ts jx ro (TrT— Xi) 


flzxo 二] 2 ,Ts |(T— Xo ro Xi) ro x ) 二 
10+4(z 十 D) 一 (z 十 Dz 一 去 (z 十 D)z(z 一 1 = 


19 :+ 1, 
14 十 车 工 并 ST 
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再 设 
Hs(x) = bi 人 (Z) 十 (azr 十 bz 十 1)Z(Z 一 1)(Z 一 2) 
由 
H’s(1) = p's(1) 二 (ab)(—2)= 0.1 
得 
a+b 二 3 
17 
4 十 2 二 人 
解 出 
-59 161 
360” 360 
故 所 求 的 桂 值 多 项 式 为 
H; (zx) = 14 十 十 工 一 — a + a50161 _59zyz(rz — 1)(r— 2) 
S.3 样 条 插值 
5.3.1 样 条 函数 


一 元 函数 的 样 条 插值 是 在 区 间 [a,6] 上 用 分 段 低 次 多 项 式 作为 插值 函数 , 且 能 满足 对 光滑 
性 的 要 求 。 它 除了 要 求 给 出 [a,6] 内 各 个 节点 处 的 被 插值 函数 值 外 ,还 须 提供 两 个 边界 节点 处 
的 导数 信息 。 

样 条 插值 所 用 的 分 段 低 次 多 项 式 就 是 样 条 函数 。 


定义 记 
, TX， 工 宇 0 
+ 一 (k= 1,2, ) 
0， TO0 
称 zx4 (二 1,2,…) 为 上 次 半截 单项 式 , 并 规定 
] ， TT>0 
0， TT 过 0 


由 定义 可 知 ,z (k= 二 1,2,…) 在 区 间 ( 一 2 ,co) 上 有 上 & 一 1 阶 连 续 导 数 , 且 当 上 有 宇 2 时 有 
(zf = kkm1)(k—orl)r i (r=1l,2,.,k—1) 
但 x 在 zx=0 处 & 阶 导数 不 存在 。 
对 任何 实数 a, 有 
(XTX—a), Ia 


(XC—a)*:= (k -一 1 2 ) 
0， TX 二 a 
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定义 ”对 于 区 间 [a,6b] 上 的 一 个 分 划 
Xi: Q& 一 To< Trl rb 
如 果 函 数 s(x) 满 足 条 件 
(1) sx) 在 每 个 子 区 间 [x; ,zxiw1] (i 二 0,1,…,n 一 1) 上 是 次 数 不 高 于 上 的 多 项 式 ; 
(2) sx) 在 区 间 (a,5) 上 有 有 一 1 阶 连 续 导 数 。 
则 称 s(x) 是 定义 在 La,5] 上 对 应 于 分 划 + 的 & 次 多 项 式样 条 函数 (简称 次 样 条 )。zo ,zi，…z 
称 为 样 条 节点 ,其 中 zi ,xs，… ,zs-1 称 为 内 节点 ,x。 和 zx, 称 为 边界 节点 。 
定义 中 的 区 间 [a ,Oo 可 以 是 (一 co ,ee) ,这 时 看 做 ze 三 一 ce ,x 二 00。 
由 于 上 次 样 条 函数 s(x) 在 每 个 子 区 间 上 都 是 具有 十 1 个 系数 的 次 多 项 式 , 分 划 共有 
n 个子 区 间 , 故 对 应 于 分 划 x 的 & 次 样 条 s(x) 共 有 nC& 十 1) 个 待定 参数 。 由 定义 中 的 条 件 (2) 
提供 了 k(n 一 1) 个 约束 条 件 
S(T = Sr) 一 1,2 00 一 1 和 一 0,1，……,R 一 1) 
即 sz) 及 其 1 至 & 一 1 阶 导 数 在 内 节点 处 的 左右 极限 应 相等 。 由 于 nk 十 1) 一 k(n 一 1) 二 n 十 &, 所 
以 ,对 应 于 分 划 x 的 次 样 条 组 成 了 一 个 孙 数 集合 ,而 且 是 一 个 线性 空间 , 记 为 3. , 它 的 维 数 不 
超过 ”十 &。 
根据 样 条 函数 定义 , 易 知 
TE Dr (=0,1,...,k) 
(7 一 Ti 六 E Dr (= 1,2,.…%….n— 1) 
定义 设 go (Xz),91(X),…,9,《(X) 在 区 间 La,bj] 上 连续 ,如 果 
Qogpo (TXT) 十 Qi9pi(T) 二 十 Qn(X) 汪 0，a 夺 Xb 
当 且 仅 妆 ao 一 QI 一 … 一 0 一 (0 才 成 立 ,就 称 函 数组 {m Cr) ,p(x),… ,9,《(X)}) 在 区 间 [a,651 上 线 
性 无 关 ; 否 则 称 为 线性 相关 。 知 函数 系 {UCz)G=0,1,…)} 中 任何 有 限 个 函数 在 [a ,0 上 线性 
无 关 , 则 称 它 为 在 区 间 Le,oj 上 线性 无 关 的 函数 系 。 
空间 %.: 中 的 函数 组 
{T= 0 1 zz 一 Ti (j= 1,2,..,n— 1))} 《5. 24) 
就 是 在 Le, 上 线性 无 关 的 函数 组 。 事 实 上 , 若 


大 ml 
> ai 十 Db (ro— x)= 0， 4 过 工 志 0 
j=0 j=1 


那么 , 令 x 二 zi，, 推 得 > Qi =0, 由 此 可 知 wii=0(1 一 0,1.…,E); 今 <z<z 可 推出 
pi(X 一 X1)* 三 0, 因 而 b 一 0。 设 已 推出 bi 二 b; 一 *“*° = bi 二 0, 令 Xi < < Tirl 可 推出 
pz 一 并 ) 0, 因而 六 一 0。 当 :一 7 一 1 时 ,就 得 到 0 一 0( 一 1,2, ,7 一 ])。 

因此 ,线性 空间 %.: 的 维 数 就 是 n 十 &, 并 可 用 函数 组 (5. 24) 作 基底 , 即 


Di 一 Spant 1 9 定 9 ,< 9 《并 一 之 1 ) 9 (Xz — Xi )*} 


于 是 定义 在 La,b] 上 对 应 于 分 划 x 的 & 次 样 条 函数 总 可 表示 为 
sa) = Der + 二 aa 和 工 生 0 (5. 25) 


其 中 aj(j 二 0,1 ,上 R),c;(j 二 1,2,…,n 一 1) 为 n 十 k 个 目 由 参数 。 要 想 在 空间 2,,.: 中 确定 一 个 
s(x) 需 要 n 十 &k 个 条 件 。 
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由 于 Cx 一 zx; 妾 在 xz; 处 不 存在 & 阶 导数 ,所 以 ,一般 情况 下 ,次 样 条 在 其 内 节点 处 不 存在 
& 阶 导数 。 


记 
_ 1， /k+l k+l ,\ ~ 
0.z 一 丰 忆 于 2 )(z+ 2 i)， _co xz 一 (5. 26) 
与 式 (5.25) 相 对 照 可 知 ,DO,(z) 是 定义 在 区 间 ( 一 co ,ceo) 上 以 
工 i 一 i 一 “十 1 (j= 0,1,.*,k 二 1) 


2 
为 内 节点 的 次 样 条 函数 , 它 的 内 节点 个 数 为 k 十 2 个 ,节点 的 步 长 为 1。 
定义 ”由 式 (5. 26) 表 示 的 函数 Q(x) 称 为 步 长 为 1、 内 节点 等 距 的 上 次 B 样 条 。 
利用 等 式 (x 一 (x 一 0 中午! 二 (x 一 cc 可 证 明 有 次 B 样 条 (5.26) 具 有 下 列 递 推 关系 
(2 (XT) 一 一 l > (T z 十 2 广 )0u， (z+ 去 )- 


天 (一 “Q(x 一 去 】) (k = 2,3,..) (5. 27) 


利用 递 推 关 系 (5. 27) 和 数学 归纳 法 又 可 证 明 & 有 次 B 样 条 (5.26) 具 有 下 列 性 质 ， 
(1) | 


(2) 当 |z | 三 和 时 ， (2 (XT)=0; 当 |z|l< 和 时 ， (2, (xX) >0。, 


例如 ， 

0， iz| 宇 1 
l—|x|,， |zi<=1 
它 的 内 节点 为 Xo 二 一 1 ,X11 二 0,ZXz 二 1, 它 的 图 形 见 图 5 一 ]。 


0 


Q(z) = 二 1D 一 2z (rx 1) = | 


2 + 
0 [zl 了 
2 3 1 
一 净 十 玫 ， [| 二 方 


1 ， 3 9 1 3 
27 2I7Its F<Ir|< 


它 的 内 节点 为 亏 一 ) 一 (j 二 0,1,2,3), 它 的 图 形 见 图 5 - 2。 


DCz) = 全 (z 十 2)3 (x 十 1)3+4 x 


2 1 

本 (并 一 1)+ 十 于 (一 2)+ 一 
0， 1z| 宇 2 
1 


2 
区 1X1 一 Z 十 村， WE | 


一 二 |x 上 十 x 一 21z| 二 二， 1<|z|<2? 
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图 5-1 一 次 B 样 条 图 5-2 二 次 B 样 条 
它 的 内 节点 为 Zi 一 /一 2 (7 二 0,1,2,3,4), 它 的 图 形 见 图 5 — 3。, 


(62%) 


5-3 三 次 B 样 条 
设 区 间 [La,5b5j 上 的 样 条 节点 等 距 , 即 [a,65] 上 的 分 划 为 


zi 二 a 十 计 (i 二 0,1,… yn) h = 
固定 某 个 i 用 二 (x 一 x5! ) 代 蔡 Qu(z) 中 的 x, 得 到 
kl 是 十 1 k 1 
0 (~ = pr 1 ) cz 一 ze 六， -co<z< 忆 co (5.28) 
h klh j=0 J 


这 是 定义 在 区 闻 ( 一 2 ,0) 上 以 zi_s+;(j 二 0,1,…,k 十 1) 为 内 节点 的 次 样 条 。 称 式 (5. 28) 
为 内 节点 等 距 、 步 长 为 h 的 & 次 B 样 条 。 在 Ozy 坐标 系 中 ,把 Q(z) 的 图 形 按照 zx; 二 1 和 的 
数值 进行 平移 和 压缩 ( 拉 伸 ) 可 得 到 次 B 样 条 (5.28) 的 图 形 , 此 图 形 以 直线 z= 二 x 二! 为 对 称 
轴 。 由 Q(x) 的 性 质 可 推 知 


(一下 (3 XE (rigsTHl) 
h >0, xzE (rikTil) 
考察 函数 组 
0 一 (A — 0,1, ,nk 一 1) 


易 知 ,C9.:, 并 且 在 区 间 [La,5] 上 线性 无 关 ( 证 明 从 上 略 ), 儿 所 含 的 函数 个 数 又 恰好 等 于 
9%.: 的 维 数 nn 十 k, 所 以 函数 组 艺 是 空间 9,: 的 一 组 基底 。 于 是 有 
Dr = Span | 
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定义 在 [a,5j 上 对 应 于 节点 等 距 分 布 的 分 划 7 的 & 次 样 条 s(x) 就 可 表示 为 


车 + 大 1 


Ss(X) 一 2 ix 一 一 )， a 人 Tb (5. 29) 


当 n= 二 4 时 ,空间 久 ,: 的 基底 图 形 见 图 5 ~ 4, 空间 :的 基底 图 形 见 图 5 -5。 


UI < 人 7 ~ 


5-5 空间 9,,: 的 基底 


5.3.2 三 次 样 条 插值 问题 


由 于 三 次 样 条 具有 连续 二 阶 导数 ,其 曲线 的 光滑 人 性 好 ,所 以 ,在 工程 技术 中 通常 使 用 三 次 
样 条 作为 插值 函数 。 
定义 ” 设 有 区 间 [a,5] 上 的 一 个 分 划 
NT:ad= ToT 人 XX 二 6b 
函数 f(x) 在 各 节点 处 的 值 为 y= f(x) (i 一 0,1,…,n), 如 果 三 次 样 条 函数 s(x)E ,满足 
条 件 
SXi) = y: (i= 0,1,,n) (5. 30) 
则 称 s(x) 为 函数 f(x) 的 三 次 样 条 插值 函数 。 
根据 5. 3. 1 小 节 的 讨论 ,要 从 空间 9%.: 中 确定 一 个 三 次 样 条 函数 s(x) ,需要 n 十 3 个 条 件 。 
现在 式 (5. 30) 提 供 了 十 1 个 条 件 , 还 差 两 个 条 件 。 这 个 事实 说 明 , 定 义 在 [a,5] 上 对 应 于 分 划 
x 并 满足 插值 条 件 (5. 30) 的 三 次 样 条 插值 函数 仍然 是 个 函数 族 。 要 想 从 这 个 函数 族 中 唯一 确 
定 一 个 函数 ,还 要 给 出 两 个 条 件 。 这 两 个 条 件 就 是 在 边界 节点 ze 和 x 处 给 出 导数 的 约束 , 称 
为 边界 条 件 。 
第 一 种 边界 条 件 :给 定 两 边界 节点 处 的 二 阶 导数 y= 二 六 (xo) ,YW 一 六 (zx,) ,并 要求 s(x) 
满足 
Y (zu) = yo, sz,) = yr (5. 31) 
特别 地 ,车 xy = 二 y= 二 0, 则 所 得 的 样 条 称 为 自然 样 条 , 它 表示 两 端点 的 约束 状态 是 简 支 的 情形 ， 
第 二 种 边界 条 件 :给 定 两 边界 节点 处 的 一 阶 导数 y= 二 了 (xo) ,y= 二 了 (zx,) ,并 要 求 s(xz) 满 
足 
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Ss (X00) = yo0, 5 (Xi) 一 (5. 32) 
第 三 种 边界 条 件 : 要 求 s(xz) 满 足以 下 的 周期 性 条 件 
s (XH) = ss (rx), yr) = (zx) (5. 33) 


这 种 边界 条 件 只 适合 于 被 插值 函数 f(z) 是 以 z, 一 z 为 周期 的 周期 函数 。 

第 一 种 和 第 二 种 边界 条 件 还 可 以 互相 搭配 产生 新 的 边界 条 件 。 

综 上 所 述 , 三 次 样 条 插值 问题 就 是 : 

给 定 区 间 [La,bj 上 的 一 个 分 划 

AX: 4 一 To< < 和 < II<C 二， 

yi 二 了 (Xi) (i 二 0,1,…,n), 双 给 定 一 种 边界 条 件 。 在 空间 2.: 中 求 一 个 三 次 样 条 函数 s(x) ,使 
它 满足 插值 条 件 (5. 30) 和 给 定 的 边界 条 件 。 

定理 5.4 三 次 样 条 插值 问题 的 解 存 在 且 唯 一 。 

证 明 从 格 。 

对 于 在 区 间 Lc, 引 上 的 连续 函数 f(x), 记 

| | 。 = max | f(z) | 

称 | /| -为 函数 f(x) 的 oo- 范 数 。 

定理 5.5 设 f(z) 在 区 间 [a,6j 上 有 四 阶 连续 导数 ,s(xz) 是 关于 第 一 或 第 二 种 边界 条 件 
的 三 次 样 条 插值 问题 的 解 , 记 hh; 二 zx; 一 zx;_i 一 mmaxA，, 则 有 佑 计 式 

Ef™ os® | oa) ARA (m= 0,1,2) 

其 中 ao ,aa ,as 都 是 与 和 hh 无 关 的 常数 。 

证 明 从 略 。 

从 定理 5. 5 可 看 出 , 当 h 一 0 时 (因而 ”~>co), 关 于 第 一 种 和 第 二 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 
插值 函数 s(x) 及 其 一 阶 导 数 s(x)、 二 阶 导 数 (zx) 在 区 疗 [a,5] 上 分 别 一 致 收敛 于 f(x)， 
f (rz) 和 f(x). 


5.3.3 了 B 样 条 为 基底 的 三 次 样 条 插值 函数 
设 区 间 [La ,bo 上 的 分 划 为 
和 4 十 放任 一 0 0 一 一 
则 由 式 (5. 29) 可 知 , 对 应 于 分 划 + 的 三 次 样 条 插值 函数 可 表示 为 
s(x) = Don, (< )， a<r<b (5. 34) 
对 于 第 一 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 插值 问题 ,根据 条 件 (5. 30) 和 式 (5. 31) ,可 得 


1 2 | 
s (xo) = D031 —j)= yo 
j=0 


b—a 


nt2 
SCZi) 一 27c03G 一 7 十 1) 一 Vi (一 0,1，……7) (5. 35) 


1 m2 
s(x,) 一 2 Cn j++1) = 3 
j=0 


根据 {23 (Xz) 的 表达 式 ,可 知 
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Q,(0) = 坊 ， 0:( 士 1) 一 二 ， Q(x) =0, |zx|>2 


0 (0) =—2, WD)=1, (W(xr)=0,， |zrl22 
于 是 ,方程 组 (5. 35) 的 具体 形式 是 
co—~ 2c 十 cs = h’yo 


车 + 全 ci 十 去 cr = y: (i=0,1,.,n) (5. 36) 


2 


cn Zirentz 二 hy 
方程 组 (5. 36) 是 一 个 关于 Co 9CIi9 9Cn+2 的 1 十 3 元 线性 方程 组 。 由 方程 组 (5. 36) 的 第 一 和 第 
二 个 方程 解 出 


Co 一 2c1 — C2 十 hh? yo 
| h* yw (5. 37) 


由 第 ”十 2 和 第 ”十 3 个 方程 解 出 


h’ mw 
贿 一 .yn 一 于 > (3. 38) 
Car2 = Cni 一 Cn 二 h? ys 
又 在 方程 组 (5. 36) 中 消去 CO09C19Cn+l9Cn 十 2 ,得 7 一 上 元 线性 方程 组 
Ac=d (5. 39) 
其 中 
6y 一 yn 十 入 
4 1 
1 4 1 > 
A 2 gd Bh 
1 4 1 
1 4 Sy 
ph’ wi 
63 1 一 3 + yn 


c 一 《cs ,cs ,Co ) 
首先 从 方程 (5. 39) 解 出 c ,cs ，…c ,由 于 4 是 主 对 角 线 按 行 严 格 占 优 阵 , 故 方 程 组 (5. 39) 有 唯一 
解 。 册 从 去 (5. 37) . 式 (5. 38) 算 出 co ,ci ,cwi ,cs+2。 把 所 求 出 的 系数 c G7 一 0,1,…,2 十 2) 代 入 式 
(5. 34) 就 得 到 关于 第 一 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 插值 函数 s(x)。 
对 于 第 二 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 插值 问题 , 则 由 条 件 (5. 30) 和 式 (5. 32) 可 推出 关系 式 
co 一 c， 一 27yn。 
CrrF2 一 Cr 十 2hy” 
以 及 关于 Cl srC2 9s" Cntl 的 n 二 1 元 线性 方程 组 
Be 一 ， (5. 41) 


(5. 40) 


其 中 
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1 03 十 2hyo 
1 1 oY 
B= 2 ， Y 一 > 
) : 
4 Oy 
6y» 一 2hy, 
C 一 《cl cz Car) 


由 方程 组 (5.41) 解 出 cc,…cs+ri，* 再 由 式 (5.40) 算 出 cc 和 csi, 把 所 得 的 系数 代入 
式 (5. 34) 就 得 到 关于 第 二 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 插值 晒 数 *Cz) 。 
对 于 第 三 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 插值 问题 ,由 式 (5. 30) 和 式 (5. 33) 可 推出 关系 式 


ci 一 cy Cl 一 co co 一 cc， 《5. 42) 
以 及 nn 元 线性 方程 组 
Pe=u (5. 43) 
其 中 
1 6 
1 4 ] 6y; 
P= » ， 下 一 
1 4 1 6y，1 
1 1 4 6 yo 
C= (CzyC39* ,Cann1 1 


从 方程 组 (5. 43) 解 出 (29C394 Cn 二 19 由 式 (5. 42) 直接 确定 Cni+29 C19 C00. 把 所 得 系数 代入 
式 (5. 34) 就 得 到 关于 第 三 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 捅 值 函 数 s(x)。 
例 4 给 定数 表 


求 以 zo 二 1,X1 二 2,Zzs 二 3 为 节点 的 三 次 样 条 函数 *(z) ,使 其 满足 条 件 
STi) = f(zX) (i=0,1,2) 
s (zo) = fx), sx) = f (xs) 
解 ” 这 是 属于 第 二 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 插值 问题 , 且 是 n 二 2 的 情形 。 首 先 求解 方程 组 
(5. 41)。 这 时 ==1, 并 日 
6yo 二 2hy, 14. 772 6 
| 6yi 上- | 24 


6 一 20 | 36. 909 6 


Cl 14.772 6 
3 30. 909 6 


= 
| 


方程 组 (5. 41) 成 为 
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c 一 1.846 57，c, = 3.693 17， ci = 7.380 81 
又 由 式 (5. 40) ,得 
co = cs — 2hyo。 一 0.920 570 
c= cs 二 2hys = 14.7836 
于 是 ,由 式 (5. 34) 得 到 所 求 的 三 次 样 条 播 值 函数 s(x) 为 
SCZ) 一 0.920 57003 CCz) 十 1.8460 57f23 (XT 一 1) 十 
3.693 170; (x 一 2) 十 7.380 810D3: (40z 一 3) 十 
14.783 60Q; (xXx—4),， 1 过 Xx 过 3 
根据 三 次 B 样 条 2:(z) 的 表达 式 ,sCz) 又 可 整理 为 
s(xX) 一 0.920 594 十 0.925 915z 十 0.000 077 001x? 十 
0. 153 406x; 十 0.158 945(z 一 2)3， 1 过 过 委 3 


5.3.4 三 弯 矩 法 求 三 次 样 条 插值 函数 
设 区 间 [a,6] 上 的 分 划 


XT: QZo< Ti 二 < X=b 
是 任意 的 。 对 于 这 种 情形 ,三 次 样 条 插值 函数 *(z) 可 以 采用 式 (5. 25) 的 形式 , 即 
SCZ) = Dari tor), a 二 Tb (5. 44) 
然后 根据 插值 条 件 (5. 30) 和 某 种 边界 条 件 确 定式 (5. 44) 中 的 n 十 3 个 系数 ww (j= 二 0,1,2,3)， 
cj 二 1,2,…,n 一 1)。 但 此 法 需要 求解 一 个 系数 和 矩阵 较为 复杂 的 2 十 3 元 线性 方程 组 ,一 般 不 


用 此 法 。 还 有 多 种 其 他 方法 可 选择 ,这 里 介绍 其 中 的 一 种 ,被 称 为 三 弯 惩 法 。 
记 
M,= s(x) (i=0,1,.,n) 
由 于 s(x) 在 子 区 间 [x;_1,x;] 上 的 表达 式 是 次 数 不 高 于 3 的 代数 多 项 式 , 所 以 y(z) 在 该 子 区 
间 上 是 线性 晴 数 ,并 旦 有 


V7) = Mi tM, (5. 45) 
其 中 hi= zi— Xi o 将 等 式 (5. 45) 积 分 两 次 ,得 到 
M. M. 
s(xX) = Gh (Ti TT) ort 《5. 46) 
利用 插值 条 件 
SX) 一 yi SXi) = yi 


定 出 积分 常数 c 和 c; ,然后 代入 式 (5. 46) 中 并 整理 ,得 到 
s(X) = 一 过 )” 十 Bh 一 XX;-1) 十 


(hi ) Cr z+ 


h; 
(2 hy) Cz — zi ), TXT TET (i= 1,2,.",n) (5. 47) 


只 要 能 把 Mi;(i==0,1,…,n) 求 出 来 ,所 求 的 三 次 样 条 插值 函数 s(xz) 在 各 个 子 区 间 上 的 表达 式 
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就 由 (5.47) 确 定 。 为 了 求 Mi; ,需要 利用 s(x) 在 各 个 内 节点 x;(i 二 1,2,…,n 一 1) 处 连续 的 条 
件 。 由 式 (5. 47) 得 
M. 


s’ (x) 一 一 Bh Tt 一 Xx)* 十 2 7 一 1) 十 


于 二 2 一 人 COM — M1), Tall<T< Ti (= 1,2,,n) (5. 48) 


由 式 (5. 48) 可 知 
77) = EM 4 EM 4 YY 
s (Xi) = SM + M+ h, 


s (zt ) 一 一 tM 一 RM 二 20 


6 hi 
因 s (zx) 在 z; 处 连续 , 故 应 有 
SOzT) = sx) (GG=1,2,.…,n— 1) 
由 此 得 到 nn 一 1 个 方程 ( 称 为 三 弯 矩 方程 》 


YM 十 2AM + aM = 6. (1 一 1, 2，… 7 一 工 ) (5. 49 ) 
其 中 
hi 
位 ， 一 a 7 -一 1 一 wa 
h; + hn 
B, = 6 (六 一 
h; 十 hi hin h, 


式 (5. 49) 是 关于 未 知 数 Mo ,Mi ,… ,MM 的 线性 方程 组 ,要 唯一 确定 这 ”十 1 个 未 知 数 须 增 加 两 
个 方程 。 这 就 需要 边界 条 件 。 
对 于 第 一 种 边界 条 件 ,相当 于 增加 以 下 两 个 方程 
2AM 十 aoM 一 (5. 50) 
YM 十 2M， = hb (5. 51) 
其 中 
ca =0，、hB=2y%， 7Y,=0,，B,= 2y 
将 方程 (5. 50),(5. 49),(5. 51) 合 在 一 起 ,构成 了 关于 Mo ,Mi ,…,M, 的 2 十 1 元 线性 方程 组 


2 a M, Jen 

Y: 2 a M Bi 
. . : | 一 | : (5. 52) 

yy 2 ai llAM Bi 

7, 2 Ad， 及 


它 的 系数 矩阵 是 主 对 角 线 按 行 严格 占 优 阵 , 故 它 有 唯一 解 。 
对 于 第 二 种 边界 条 件 , 即 
S (xo) 一 yo ? S (Xn) 一 ya 


由 式 (5. 48) 可 得 如 下 两 个 方程 


h, h yn — Yrl / 
一 AT 一 NA 2 Il 一 
B MMe 十 3 MM 十 hi yn 
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经 过 整理 ,这 两 个 方程 也 分 别 写成 方程 (5. 50) 和 方程 (5. 51) 的 形式 ,但 这 里 


am 一 1， 记 = (于 一») 


所 得 的 关于 Mo ,M1 ，… ,M6 的 线性 方程 组 仍然 是 方程 组 (5. 52) 的 形式 。 
对 于 第 三 种 边界 条 件 , 则 由 


$s (xt) = sx), s(x) 一 YY(z) 


得 到 两 个 方程 
M, =M, 
从 这 两 个 方程 中 消去 M ,并 经 整理 ,化 简 为 
oa MyM 2M, = hb, 《5. 53) 
其 中 
a, 二 六 二 ) 一 上 一 < 
hes: 人 一 二 
由 方程 (5. 49) 及 式 (5. 53) 构 成 以 Mi ,M;,…,M, 为 未 知 数 的 线性 方程 组 
2 a A AT， je 
7 2 as M; 应 
. . : | 一 | : (5. 54) 
yr 2 oa,1| IM,.i Bi 
0 7, 2 LAM， 及 


方程 组 (5. 54) 的 系数 矩阵 也 是 非 奇异 的 ,因而 此 方程 组 也 有 唯一 解 。 
综 上 所 述 ,为 确定 三 次 样 条 播 值 郴 数 *Cz) ,其 计算 步骤 为 : 
(1) 根据 给 定 的 (x;,yi) (i 二 0,1,…,n) 以 及 边界 条 件 , 计 算 关 于 Mu。 ,Mi ,… ,AM, 的 线性 方 
程 组 中 的 有 关 参 数 ( 系 数 和 矩阵 的 元 素 和 右 端 项 )。 
(2) 求解 上 述 线性 方程 组 (可 用 追赶 法 )。 
(3) 把 求 出 的 Mo ,AM ,…,M 代入 式 (5. 47), 所 得 的 s(z) 就 是 所 求 的 三 次 样 条 插值 函数 。 
把 Mo ,Mi AM, 代入 式 (5. 48) 还 可 得 到 三 次 样 条 插值 函数 的 导数 s(xz)。 在 实际 应 用 
中 ,不仅 常用 三 次 样 条 函数 *(z) 计 算 被 插值 函数 f(zx) 的 近似 值 ,而 且 常 用 (xz) 近似 计算 
fF (zx), 
在 力学 中 ,二 阶 导 数 决 定 梁 的 弯 和 矩 。 由 于 方程 组 (5. 52) 或 方程 组 (5. 54) 中 的 每 一 个 方程 
至 多 出 现 相 邻 三 个 节点 处 的 M, , 故 称 上 述 方 法 为 三 弯 和 矩 法 。 
例 5 用 三 弯 矩 法 求解 例 4 提出 的 三 次 样 条 插值 问题 。 
解 ” 首先 计算 方程 组 (5. 52) 中 的 有 关 参 数 ,得 到 
au = 1,， B=3.6822, Y=1, b= 9.2712 
a! 二 0.5， 及 二 6， 7 一 0.5 
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2 1 01]1M, 3. 682 2 
0 1 2 , 9. 271 2 


解 得 M. = 二 0. 920 55 ,Mi 二 1. 841 1,M, 二 3.715 05, 代 人 式 (5. 47) ,经 整理 得 

0. 920 55 十 0. 926 025z 十 0.153 425zx;?，1 过 zx 过 2 

一 0.350 65 十 2.832 825z 一 0.953 4z2z 十 0.312 325zzs， 2 二 zx 过 3 

本 例 计算 过 程 中 没有 任何 舍 和 人 误差 ,而 在 例 4 的 计算 过 程 中 有 伟人 误差 ,所 以 两 个 结果 略 有 
不 同 。 


然后 求解 方程 组 


s(X) 一 | 


S.4 三 角 插 值 与 快速 Fourier 变换 


5.4.1 周期 函数 的 三 角 插值 


现在 讨论 周期 函数 的 三 角 插 值 问题 , 它 相 当 于 离散 情形 的 频谱 分 析 。 
设 f(x)EC( 一 co ,co0), 并 且 是 以 27 为 周期 的 实 值 函数 。 在 区 间 [0,2r] 上 给 定 N 个 等 距 节 
点 


_ 2l 
N 


并 已 知 节 点 处 的 函数 值 f(x,) (1 二 0,1,…,N 一 1)。 取 三 角 函 数组 


区 一 {1,cos r,sin xX, ,COS nr ,sin nz) 


作为 插值 基 函 数 , 其 中 2n 十 1=N。 在 三 角 多 项 式 集合 


(CL 一 0,1,.… ,No—1) 


< 


2 一 Spant2 } 
中 寻求 三 角 多 项 式 
sn(X) 一 也 十 > (ajcos jx + b;sin jx) (5. 55) 
7 一 1 
使 其 满足 插值 条 件 
Sa (TX) 一 f(x) (1[=0,1,.…,N—1) (5. 56) 


此 问题 称 为 周期 函数 的 三 角 插值 问题 。 满 足 条 件 (5. 56) 的 三 角 多 项 式 s,(x) 称 为 函数 f(x) 的 
三 角 播 值 多 项 式 或 三 角 插 值 函 数 。 


易 知 ,三 角 函 数组 4 在 点 集 { 世 一生 (一 0,1,…,N 一 D)} 上 正 交 , 即 向 量 组 


1 一 (1, 1 1) 
和 由， 一 〈cos kro ,cos Rri ,cos krni)T 
由 = Csin kro ,sin Ar ,** ,sin krn_1)T 
(k= 1,2,..,n) 
是 正 交 向 量 组 ,其 原因 是 下 列 等 式 成 立 


2r/ ee 2r/ 
cos&T 三 0， >,sink 人 一 0 (有 R 一 1 2，…7) 


1 一 0 ! 一 0 
_ 0 ， R 天 
< nl 2T7 . 
> cos kc SJ 一 (R, 1 = 1,2,..,n) 
{=0 N 2° k=} 
Ni pl px (5. 57) 
nl. .2r . 
cos& 和 sny Pr 一 0 (k,7 = 1,2,.,n) 


NN 二 
3， k=] 


由 此 可 知 , 销 数 f(x) 的 三 角 插 值 多 项 式 s, (zx) 存在 且 唯 一 。 
由 条 件 (5. 56) 得 到 关于 系数 ao sai sb1 Go yyD 的 线性 方程 组 


+ > cos j 十 sin j 全 )= /等 | (一 0 1 人 一 1) (5. 58) 
利用 式 (5. 57) 中 的 等 式 即 可 从 方程 组 (5. 58) 中 解 出 系数 a; 和 6; ,结果 如 下 : 


a = D/H )eos j (j 一 0,1, sn) 


N—1 0， kk 关 ] 

. 2nl . . 2X! . 
> sin k <-sin j < = N (kk,7) = 1,2,.…,.n) 
pp N 


(5. 59) 
bp, = 纪 D /加 )sinj 于 Cj = 1,2,.,n) 
于 是 , f(x) 的 三 角 插值 多 项 式 (5. 55) 被 确定 。 
一 般 情形 下 ,f(x) 是 以 2r 为 周期 的 复 值 函数 , 它 在 N 个 节点 ,== 字 (1 二 0,1,…,N 一 1) 


处 的 函数 值 /二 f( 2) (1=0,1,…,N 一 1) 为 已 知 。 取 复 值 函 数组 
P(XT) = et = coskrtisinkr (k=0,1,..…,N—1) 
作为 插值 基 函 数 ,其 中 i 一 v 一 1。 此 时 , 复 值 函数 f(x) 的 三 角 插值 多 项 式 s, (zx) 的 形式 为 
sn(X) 一 Ve (5. 60) 


由 于 复 向 量 组 
-一 : (pi To) OCT ) ODN 1 )) (kk 一 0,1,…,N— 1) 
满足 


< — < 一 ! 2xt 
($.,9) SACD Di (ZX1) < Den™ ee 
{=0 1 一 0 


0O, 天 
了 (R, 一 0,1……N 一 |) (5.61) 
N, k=) 
所 以 , 复 图 数组 (ws (x) 一 e* (R=0,1,*… ,NN 一 1))} } 在 点 集 人工 = 和 (一 0， 1,…,N 一 1) ;上 正 交 。 


由 此 可 知 , 满 足 插值 条 件 
Sa(X) = fr: (l=0,1,.…,N—1) (5. 62) 


的 三 角 插 值 多 项 式 s, (x) 存 在 且 唯 一 。 
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由 条 件 (5. 62) 和 s, (Xx) 的 表达 式 (5. 60) 得 到 关于 系数 co ,cl ，… ,cw-1 的 线性 方程 组 
Se =f: (=0,1,.…,N—1) (5. 63) 


为 求 c ,用 e- 装 乘 方程 组 (5. 63) 第 /个 方程 的 两 端 (! 二 0,1,…,N 一 1), 再 把 入 个 方程 相 加 ， 
得 


和 一 1 NN—1 人 一 gr 
>) De" = 3 eI™N (5. 64) 
由 式 (5. 64) 并 根据 式 (5. 61) 即 可 得 到 
一 1 2rl 
oo= Hfe™ GQ=01,N-1) (5. 65) 


至 此 ,以 2x 为 周期 的 复 值 函 数 f(x) 的 三 角 插值 多 项 式 (5. 60) 已 被 确定 。 
把 式 (5. 65) 和 式 (5. 63) 重 新 表达 如 下 : 


1 -ik 2 

= he N (k=0,1,.,N—1) (5. 65)， 
N—] x 

fi= Paes (=0,1,.%…,N—1) (5. 63)， 
k—0 


由 (ff.( 二 0,1,…,N 一 1)}) 通 过 公式 (5. 65)) 求 {c,《k 二 0,1,…,N 一 1)}), 称 为 对 f(z) 的 离散 
Fourier( 傅 里 叶 ) 变 换 , 简 称 DFT; 反 过 来 ,由 {ck 二 0,1,…,N 一 1)) 通 过 公式 (5. 63)， 求 {f 
(一 0,1,… ,NN 一 1)}), 称 为 离散 Fourier 逆 变 换 。 称 {ci} 是 { f,) 的 离散 频谱 。 


5.4.2 快速 Fourier 变 


如 果 直 接 用 公式 (5. 65), 计算 c ,那么 计算 全 部 {c,) 共 需 N’ 次 复数 乘法 运算 和 NCN 一 1) 次 
复数 加 法 运算 。 当 实际 频谱 分 析 中 NN 较 大 时 ,这 个 计算 量 太 大 了 。 因 此 ,在 相当 长 的 时 间 内 ,各 
种 领域 的 频谱 分 析 问 题 中 ,数值 方法 没有 得 到 广泛 应 用 。 直 到 20 世纪 60 年 代 中 期 提出 了 快 
速 Fourier 变换 (Fast Fourier Transform ,简称 FFT 算法 ) 才 使 问题 得 到 解决 。 这 种 算法 的 思 


想 是 利用 晴 数 e - 帝 的 周期 性 ， 
取 N==2",m 是 正 整数 。 记 WW=e ,对 任何 整数 + 均 有 W* 二 1。 公 式 (5.65), 可 写成 


N—] 


c= 5 Nf We (k= 0,1,,N—1) (5. 66) 


{=0 : 


以 下 以 N=8(m 二 3) 为 例 说 明 FFT 的 思想 。 
用 二 进 制 数 表 示 上 和 7, 即 
k= 2°k, 2k + 2k, = (Ck, ,ki ,ko) 
[= 2 2 二 + 2° = (l,l ,Lo) 
其 中 有; ,ki ,ko ,lz ,l,lo 只 取 0 和 1 两 个 值 。 又 记 


cl) 一) Nf 


例如 ,C2 =c(O0,1],0) ,f+ =a0] ;0,0)。, 于 是 , 式 (5, 66) 可 表示 为 


? 


CCR， ,kl ,ko) 一 > fw 一 - 


t=0 
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1 1 1 
> ， > ,an (2 ,0 ,Lo WS sk] ko Cy ly to) (ko ski,ks = 0,1) 
=04=0l,=0 
(5. 67) 
由 于 
(R ski,ko) (lssli sto) = 2 kl, 2 (kl + kil) 
2° (kolo kil Rods) 2 kilo tt kol) 2° koLo 
并 注意 到 W" 一 W 一 网 一 1, 所 以 
Wh dd = Who Wh Wh .0.0) (5. 68) 
把 式 (5. 68) 代 入 式 (5.67), 得 
1 1 1】 
CCR; ,Ri , Ro) 一 >， { > | Za (2 ,1 ,Lo Who 2h to) Wh ) 。 
=0 一 0 -0 
Wz /010°0) (Ro ,ki ,kk, 一 0,1) 《5. 69) 
把 式 (5. 69) 分 解 成 下 列 的 递 推 形式 : 
ao (ls , ,Lo ) 一 Nf 
1 
ak ,slo sko) 一 Dj a ll , 上 10) 人) 
i, 一 0 
I 
ds (Lo ,Ri ;Ro ) > 一 > ,ai CL ,Lo ,Ro Wh 0) 《5. 70) 
1 =0 


1 
as(k, ,ki ,ko) = > ,as (Lo ,ki ,Eko YW 0.0) 


cf = c(kzs, kis,ko) = a (kz, ki, ko) 
其 中 == 0,1;k, 一 0,1 (p= 二 0,1,2) 

递 推 公式 (5. 70) 就 是 N=8 时 的 FFT 算法 。 从 算法 中 看 出 , 数 集 {a1 (4 ,lo ,ko。)} 共 有 23 个 数 ， 

求 出 这 2 个 数 须 要 做 2 次 复数 乘法 运算 和 2 次 复数 加 法 运算 。 其 余 两 个 数 集 {as (lo ,Ai， 

ko)} 和 {as《ks ,ki ,ko)) 也 是 如 此 。 于 是 ,为 求 出 数 集 {ci (k= 二 0,1,…,7)}, 闪 须 做 复数 乘法 和 如 

法 运算 的 次 数 都 是 3X2 ==3N。 


对 于 N= 二 2” 时 的 FFT 算法 如 下 : 
do (lm_l »*""" sll ,Lo) 一 Nf 


Qj (lmj1 "hi ,lo ,Rj ,类 ,ko) = 


1 
> ， Hj-1l (L,; »"** ol ,io 天? ，"*"* ,RI ,ko ) . 
t=0 


(5.71) 
WE mj to 0 0) (7 = 1,2,% ,mm) 
:一 Cn(R 1 ,Ri ,Ro) 
0,} (站 一 0 1 7 一 1) 


算法 (5. 71) 称 为 以 2 为 底 的 FFT 算法 ,这 个 算法 从 数 集 六 六 04=0,1…,N 一 Dj 算出 数 集 


Ch 一 CR 1 
其 中 L 一 0,1;k, 


| 


(clk 一 0,1,… ,NN 一 1)} 共 须 做 mN 次 复数 乘法 运算 和 复数 加 法 运算 。 这 个 计算 量 比 直 接 使 
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用 公式 (5. 65) 计算 所 需 的 N? 次 运算 次 数 是 很 大 的 节省 。N 越 大 ,FFT 算法 (5.71) 的 相对 
效益 越 高 。 此 外 ,还 可 以 对 算法 (5. 71) 做 些 改进 ,进一步 减少 计算 量 , 对 此 ,本 书 就 不 再 讨论 
了 。 


5.5 正 交 多 项 式 


$5.5.1 正 交 多 项 式 概 念 与 性 质 
定义 ” 若 在 区 间 (a,5) (有 限 或 无 限 ) 上 非 负 的 函数 oCz) 满 足 
(1) 对 一 切 整数 ”之 0， | ze(z)dz 存在 ; 


(2) 对 区 间 (a,p2) 上 非 负 连续 函数 f(x), 若 | pn fon) dr 一 0, 则 在 (a,5) 上 f(x) 二 0， 
那么 ,就 称 p(x) 为 区 间 (a,b5) 上 的 权 孙 数 。 


常见 的 权 晒 数 有 
p(X) 三 1， a 三 Tb 
p(X) = ” 一 ] 一 二 1 
一 工 
p(x) =vV1l—zr,， 一 1 过 Zz 扫 1 
p(X) 一 e 0 委 工 所 co 
po(z) = er ， 一 co < 工 < co 


定义 ”给 定 fcz),g(z)ecra, 归 ,poCz) 是 (ao 上 的 权 函 数 , 称 
(f,g) = | oCz) fx) g(r) dx 


为 函数 f(z) 与 g(x) 在 [a,b5j] 上 的 内 积 。 
内 积 有 以 下 一 些 简 单 性 质 ， 
(1) (f,g)=(g,f); 
(2) (kf ,8g) 二 (f ,kg) 一 k(f,g),k 为 常数 ; 
(3) (f+ ferg)=(fi,g) + (ff, ,ge); 
(4) 车 在 La,6b5j 上 f(x) 关 0, 则 (fF, 了 f) 守 0。 


这 些 性 质 都 可 由 定 积分 的 性 质 推出 。 
定义 ” 若 内 积 


(f,g) = | p(xr)f (re(r dr=0 


则 称 f(x) 与 g(x) 在 区 间 [La,5j] 上 带 权 p(xz) 正 交 。 若 函数 系 人 po (rz) ,9 (7T),… ,g(xz),…}) 满 
足 

i 
a; >0, i1=J 
则 称 {p.(zx)} 是 La,6bj 上 带 权 plx) 的 正 交 孙 数 系 。 特 别 地 , 若 p, (x) (k= 二 0,1,…) 是 最 高 次 项 系 
数 不 为 零 的 上 次 多 项 式 , 则 称 { g(r)}) 是 [a,6b5] 上 带 权 p(x) 的 正 交 多 项 式 系 。 


(pp ) 一 | pC pn) pz) dr _ 
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容易 证 明 ,在 La,65] 上 带 权 p(xz) 的 正 交 函数 系 一 定 是 在 La,b] 上 线性 无 关 的 了 薄 数 系 ,而 不 
论 c(Z) 是 什么 。 

定理 5.6 设 w(Cz)(R 一 0,1,…) 是 最 高 次 项 系数 不 为 零 的 有 次 多 项 式 , 则 多 项 式 系 
(PCZ) 为 La yo 上 带 权 poCz) 的 正 交 多 项 式 系 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 次 数 不 高 于 & 一 1 的 多 
项 式 gCz), 总 有 


| eczyeczwCz)dz 一 0 (k=1,2,.) (5.72) 
证 
k 一 1 次 多 项 式 的 线性 组 合 , 特 别 地 ,可 表示 为 po (x) ,91 (x+),…, 911(z) 的 线性 组 合 


RR—1 


q(x) = Dj ap; (Xx) 


因而 有 


| pz) Cz) pr) dz 一 Do | pr) gr) pur) dz 
因 j 隆 k, 故 上 式 右 端 每 个 积分 名 等 于 零 , 所 以 式 (5.72) 成 立 。 
充分 性 ” 因 对 任何 次 数 不 高 于 一 1 的 多 项 式 g(z), 式 (5.72) 成 立 , 所 以 ,对 于 g; (xz) 
(j 二 0,1,…,k 一 1) 应 有 


pb 
| pln) pz) pC) dr 二 0 (k -一 1 2 ) 


即 
(9;,91) 一 0，j 关 上 上 
又 因 p(x) (k= 二 0,1,…) 是 最 高 次 项 系数 不 为 零 的 有 次 多 项 式 , 故 g(x) 关 0(xE[a,61) ,因而 
有 
《Ps >O0 (k=O0,1,.…) 

根据 定义 ,{9pi(z)) 是 [a,b] 上 带 权 pl(x) 的 正 交 多 项 式 系 。 

证 毕 。 

正 交 多 项 式 还 有 以 下 的 性 质 。 

性 质 1 设 {p,(xz)} 是 [a,65] 上 带 权 p(xz) 的 正 交 多 项 式 系 , 则 {cgi(z)}) 也 是 [a,5] 上 带 权 
p(X) 的 正 交 多 项 式 系 , 其 中 ci(k==0,1,…) 是 非 零 常数 。 

此 性 质 是 明显 的 。 

性 质 2 区 间 [a,6j 上 带 权 pCx) 的 正 交 多 项 式 系 , 在 各 个 多 项 式 的 最 高 次 项 系数 为 1 的 情 
形 下 是 唯一 的 。 

证 设 igi(7x)) 和 {9i(zx)}) 都 是 [a,5] 上 带 权 oCz) 的 正 交 多 项 式 系 ,并 且 对 任何 之 0， 
sgtCZz) 和 wz) 的 关 项 系数 为 1。 

当 有 =0 时 ,go (zx) 三 1 ,go (Xz) 寺 1, 所 以 go(x) 三 go (x)。 

当 有 之 1 时 ,gi(x) 一 gi《X) 是 次 数 不 高 于 8 一 1 的 多 项 式 ,根据 定理 5. 6 可 知 

(gi— Pe gr) = (gs GP)=0 
因而 : 
(gi— Pirrge— pa)=0 
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因 gi(XT) ,p(X)ECLla,6b], 故 有 
g(xX) = px), rE La,b)] 
性 质 3 设 {igi(zx)}) 是 [a,b6j] 上 带 权 p(xz) 的 正 交 多 项 式 系 , 则 当 有 之 1 时 ,k 次 正 交 多 项 式 
pr(X) 有 上 个 互 异 实 零点 ,并 和 且 全 部 位 于 开 区 间 (a,6) 内 。 
证 ” 当 & 之 1 时 ,由 于 
且 m(Cz) 恒 为 非 零 常数 ,所 以 
| eczwCz)dz =0 


因而 可 知 pi(z) 在 (a,5) 内 必 变 号 ,pi (zx) 在 (a,5) 内 必 有 奇 重 实 零 点 。 
设 pr.(Xz) 在 l(a,6) 内 总 共有 m 个 奇 重 实 零 点 , 记 为 ,名 ,…,&,。 假 定 m 过 k。 令 
qg(7X) = (Tz~ rm—6) (rT 6,) 
则 根据 定理 5. 6, 必 有 


sb 
| eC)a (npr) dz _ 0 


但 由 于 q(x)gi(z) 在 (a,65) 内 无 奇 重 实 零 点 ,因而 q(x)g4《x) 在 (a,5) 内 保持 不 变 号 ,又 显然 
q(xz)gi《x) 兰 0, 所 以 应 有 


| pra Cr) pr)dr 兴 0 
所 出 现 的 政 计 证 实 m= 二 &。 
证 毕 。 
性 质 4 设 igp:(zx)} 是 [La,6] 上 带 权 p(x) 的 正 交 多 项 式 系 , 则 对 于 有 之 1, 相 邻 三 项 有 如 下 
递 推 关 系 


pr (Xx) 一 (zx — a ) pr C7) — A pei (x) (5.73) 
k k 
其 中 CA 是 正 交 多 项 式 2x(Cz) 的 最 高 次 项 系数 ,并 且 
aw 一 《OA ,Di ) a (ps , Ph) 
(Pe » Pi) ~ (Pe 1 Pe1) 


证 明 从 上 略 。 
在 今后 的 叙述 过 程 中 ,如 果 不 指明 所 带 的 权 函 数 p(x) 就 表示 p(xz) 夺 1。 
由 于 笑 困 数 系 { 盖 (ER 一 0,1,…)} 在 任何 区 间 上 线性 无 关 , 所 以 ,可 采用 Gram - Schmidt 
〈 殉 莱 姆 - 施 密 特 ) 正 交 化 方法 由 笑 函 数 系 产 生 在 指定 区 间 [La,pJ 上 带 指定 权 函 数 po(z) 的 正 交 
多 项 式 系 {Hr (CZ)(R 一 0,1,)}) ,其 中 gi (zx) 是 最 高 次 项 系数 为 1 的 & 次 多 项 式 。 正 交 化 方法 
如 下 : 
p(T)=1 


起 
Pri (TI) = zt! 一 ay9p; (7) (k=0,],**) 


(Z ,9;) . 
其 | | 2 = 0,1],.….,， 
5 《92j 9p;) k) 
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例如 ,要 构造 区 间 [ 一 1,1] 上 带 权 po(z)= 产 的 正 交 多 项 式 系 {mr (GZz)CR 一 0,1,2,3)) ,此 时 
内 积 定 义 为 


i 
(fsg) = | _ zf(z)g(z)dr 
取 go (XT) 三 1 , 今 p91 (xX) 二 Xx 一 aoo 9o (XxX) ,由 


a (xX, po) — 
" (po , Po ) 
得 加 1 《ZJ) 一 并 
令 2 (X)=x a po (XT)—an 《之 ) ,由 
a 3 
(go ,go) 5 《Pr ,Pi) 
得 8 (z) 一 好 一 志 
令 Gs (TX)=X° — a20 po (TX)— a (xX) 一 azzs ps《X) ,由 
(zz ,Po) (Z ,Pp1) 9 
a 一 一 = OO， 一 ”一 一 一 一 一 一 
《Po ,9o ) 2 (pi ， 1 ) 7 
时 (Zr ) 
22 (0 ,2 ) 和 
得 (ZX) = 一 六 


$.5.2 几 种 常用 的 正 交 多 项 式 


i。 Legendre 多 项 式 
定义 由 


Lo (lx) 三 1 
[re 一 一 。 er 一 1)"] (n=1,2,.…) 人 
2"n! dz 
确定 的 L, (x)(n 二 0,1,…) 称 为 Legendre( 勒 让 德 ) 多 项 式 。 
Legendre 多 项 式 有 以 下 重要 性 质 . 
(1) Legendre 多 项 式 系 {L,(x)} 是 区 间 [ 一 1,1] 上 的 正 交 多 项 式 系 。 
证 显然 由 式 (5.74) 确 定 的 L,(z) 是 zz 的 n 次 多 项 式 (n 二 0,1,…)。 考 察 积分 


1 m 2 m n 2 _ 4 
I | LL dr = al dr DD" dD 


一 1 dx” dx” 
其 中 
一 1 . 
2” ”712 1721 
当 m 关 n 时 ,不妨 设 m 二 n ,连续 使 用 mm | 可 得 
1, = “| 去 d -Do 了] 元 和 [zz 1D 林 | 一 


1 
| dz 一 1)”] 。 


二 dr 1 ]dz| = 
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—a|. 2 人 4 [rz 一 1)"]。 EL — "J]dzr = .… = 


(—1) "a| 2 d [rz 一 1)"]。 — 1)"]dz = 
(~ D"a (2m) 1 ,= 0 
当 A 时 ,有 
I = (一 D"( 元 7) cm (zz — 1)"dx 
今 + 二 sin t, 可 算出 
(2n)1 到 2n+1 2 
IT, 二 Din zo COS tdt 一 2n +1 
于 是 有 
, 0， m7 
| La CnL Cr)dr -| > 
| 2 二 1 m n 
所 以 ,{L.(x)} 是 区 间 [ 一 1,1] 上 的 正 交 多 项 式 系 。 
证 毕 。 
(2) L, (Xz) 的 最 高 次 项 系数 为 
_ (2n)! 
2"(n!1)’ 
这 个 结论 是 明显 的 。 
(3) 7 为 奇数 时 工 ,(Cz) 为 奇 国 数 ,= 为 偶数 时 工 .(Cz) 为 侦 函 数 。 
证 由 


人 
J 


J=0 


得 
一 pe A ) G2n —27) C2n—2j— D2n— 2j—nt Dae"” 
其 中 
可 ， 当 7 为 偶数 
的 1 
“3 一， 当 ? 为 奇数 
由 此 得 知 
L,(— x) = (— 1)"L,(zx) 
证 毕 。 
(4) 满足 递 推 关 系 : 当 nn 之 1 时 ,有 
Li (xX) = -一 tz, (zx) 一 I (xz) (5, 75) 


证 由 正 交 多 项 式 性 质 (5.73) 可 推出 此 结论 。 
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证 毕 。 
由 Lo 《zx) 志 1,Li(x) 二 xz, 利用 式 (5.75) 就 可 推出 
L, (7x) = FC37 _1) 


Ls(zx) = 5 (5x’ — 37) 
L(x) = (357' — 30x? + 3) 
Ls(z) = 于 (63zs —70z* 十 15z) 
2，Chebyshevy 多 项 式 
定义 ” 设 n 为 非 负 整数 , 称 
T(xX) = cos (narccos 7)， —1 达 xX 达 ] (5.76) 


为 Chebyshev( 切 比 雪夫 ) 多 项 式 。 
Chebyshev 多 项 式 有 以 下 的 重要 性 质 、 
(1) T,(z) 是 的 n 次 多 项 式 , 并 且 当 nn 宇 1 时 ,T(x) 的 最 高 次 项 系数 为 
au 一 2 
证 To(z) 是 x 的 0 次 多 项 式 显然 正 确 。 为 证 明 当 nn 之 1 时 T(r) 是 工 的 n 次 多 项 式 , 并 
且 最 高 次 项 系数 为 2” : ,只 须 证 明 当 " 之 1 时 ,三 角 得 千 式 


cos nb = 2 后 cos" 0 十 3 cos 0 (5.77) 
成 立 ,其 中 I 1,…,n 一 1) 为 适当 常数 。 今 用 归纳 法 证 明之 ， 当 ?一 1 时 , 式 (5.77) 显 
然 正确 ， 其 中 a 一 y 今 设 当 n 一 1,2,…,m 时 式 (5. 77) 正 确 , 则 当 n 二 m 十 ] 时 ,有 


cos (m+ 1)0 =2cos gcos m0— cos(m—1)0°— 


m1 
2cos 6» (2™ Icos” 0 十 >a” cosi0)— 


J 一 0 


7 一 人 
2 cos 1l 0 一 > a D Cos 0 一 


mi 
2"cos™! 0 十 > QI cosi 0 
j=0 


按 归 纳 法 原理 ,对 任何 ”之 1, 式 65.77) 成 立 。 令 9=arccos Xx, 代入 式 (5. 77) 得 


| 
TT, Cx) 一 271z" 十 2》 aj"xi, 一 1 妇 工 委 1] 
j=0 
证 毕 。 
(2) Chebyshev 多 项 式 系 {T, (x)) 是 区 间 [ 
万 二 
证 利用 置换 x 二 cos 90, 可 得 
! TT,(zx) T, (zx) -| cos icos 10 ， .. 加 
-1 VI dz = x sin 9 (一 sn do = 


| ees ziOcos J0d0 一 
0 


证 毕 。 
《3) T(x) 满足 北 推 关系 
To(CZ) 三 1 
区 一 工 
THCZ) 一 27zT 0Z) 一 TICZ) (n=1,2,.) 
证 ”这 个 关系 可 由 式 (5.73) 推 出 。 但 也 可 用 下 面 方法 证 明之 。 


To(Xz) 三 1] 和 T(x) 二 x 显然 正确 。 由 三 角 恒 等 式 
cos (n+ 1)0 = 2cos Ocos nO — cos (n— 1)0 


今 9 二 arccos XxX， 即 得 


可 知 


Tn (xX) = 2rT, C7) — TT, (zx) 

证 毕 。 
由 递 推 关系 (5.78) ,可 得 

oz) 三 1 

了 ICZ) 一 工 

T,(x) = 2x —1 

T(x) = 2:7*— 37x 

T(x)= 27x18r++l1 

T(z) = 2x 一 20z3 十 5 并 


(4) 当 ?2 之 1 时 ,T(z) 在 开 区 间 ( 一 1,1) 内 有 nn 个 互 异 实 零 点 ,它们 是 
2(72 一 1) 十 1 
on i 


n 


(1 一 1 ,2,. ,7) 


TX; 一 COS 


证 ”根据 正 交 多 项 式 性 质 3, 并 且 把 式 (5.79) 直 接 代 入 式 (5.76) 即 可 知 结论 正确 。 


证 毕 。 
(5) 当 为 奇数 时 工 ,(zx) 是 奇 函 数 , 当 为 偶数 时 芽 ,(x) 为 偶 函 数 。 
证 由 三 角 和 恒等式 


arccos 并 十 arccos (一 ZX) 二 TX， 一 1 之 XxX 达 1 
T,(— xX) 一 cos [narccos (一 并 )] = cos [n(x — arccos z)] = 
(— 1)"cos (narccos Z) = (— 1)"T, (x) 
证 毕 。 
3。Laguerre 多 项 式 
定义 称 
U(r) 一 er 中 ze ) (0,1,...) 


125 


(5.78) 


(5.79) 
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为 Laguerre( 拉 盖 尔 ) 多 项 式 。 
Laguerre 多 项 式 有 以 下 的 重要 性 质 . 
(1) LU.(Cz) 是 二 的 ?2 次 多 项 式 , 并 且 它 的 最 高 次 项 系数 为 a 二 (一 1)"。 
(2) Laguerre 多 项 式 系 (CCz)) 是 在 区 间 [10,co) 上 带 权 e "的 正 交 多 项 式 系 。 
事实 上 ,有 
0， mn 


(n1)*, m=n 


| er*LUJ CX)U, (Cx) dx 一 
(3) U(xz) 满 足 北 推 关 系 
Uo, (zx) 三 上 
(Z) 一 一 并 十 l 
Un(r) 一 (22 十 1 一 ZIDCz) 一 人 DGCz) n=1,2,) 


4. Hermite 多 项 式 


定义 称 


H,(x) = (— 1)"e™ de ) (n= 0,1,...) 
dx 


为 Hermite 多 项 式 ， 
Hermite 多 项 式 有 以 下 的 重要 性 质 ， 
(1) 互 ,(z) 是 工 的 2 次 多 项 式 , 并 且 它 的 最 高 次 项 系数 为 wa 一 2"。 
(2) Hermite 多 项 式 系 { 瑟 ,(z))} 是 在 区 间 ( 一 co ,co) 上 带 权 ez 的 正 交 多 项 式 系 。 
事实 上 有 
x ， 0， Mm 天 nn 
| ee” H,(x)H,(x)dxrx = | 
~ 2nlVn, m=n 
(3) 五,(z) 满 足 递 推 关 系 
Ho(zx) 三] 
je 一 2x 


H, (rz) = 27xH,(7r) — 2nH, (xXx) (n= 1,2,.) 
5.6 函数 的 最 佳 平 方 通 近 


5.6.1 最 佳 平 方 逼 近 的 概念 与 解法 


用 简单 函数 如 Cz) 去 近似 一 个 给 定 在 区 间 [a ,0 上 的 连续 函数 f(x) ,是 函数 允 近 要 研究 的 
问题 。 度 量 通 近 误差 的 标准 有 许多 种 ,本 书 只 介绍 其 中 重要 的 一 种 ,其 对 应 的 函数 通 近 称 为 平 
方 还 近 ,这 是 比较 容易 实现 的 一 种 逼近 。 

设 函 数组 poCz) ,mo (zx),… 9oCz) 都 是 La,o 上 的 连续 函数 ,并 且 在 [a,b] 上 线性 无 关 。 以 
此 函数 组 为 基底 ,生成 空间 CLa ,6 的 一 个 子 空间 

H, = Span{@o Pi , 9,} 
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则 五 ; 中 的 任 一 个 元 素 为 


p(x) = op 
对 空间 CLa,5j 中 的 任意 两 个 旺 数 f 和 gg， 定义 内 积 
Cf,g) = | pCz) f(z) gz)dz 
其 中 p(w) 是 (a,5) 上 的 一 个 权 晴 数 。 
定义 ”对 于 给 定 的 函数 f(x)ECLa,bj, 若 p(x)E 日 , 满足 
(fp fp) min(f— pf—p) (5. 80) 
则 称 p"《z) 为 子 空间 五 , 中 对 于 f(x) 的 最 佳 平方 通 近 元 素 。 
特别 地 ,如 果 g(r) 二 x (二 0,1,…,n), 则 满足 条 件 (5.80) 的 p* (zx)E 日 , 可 称 为 阻 数 


FFCz) 在 区 间 [La ,oj 上 带 权 peCz) 的 2 次 最 佳 平方 逼近 多 项 式 。 在 具体 问题 中 p(x) 是 给 定 的 ,如 
果 不 指 明 p(x) 是 什么 就 意味 着 p(x) 三 1, 这 时 内 积 定 义 为 
(f,g) = | /Wea 
定理 5.7 设 f(x)€Cla,bj,p" (x)E€ HH 是 子 空 间 昌 , 中 对 于 f(x) 的 最 佳 平方 逼近 元 
素 的 充分 必要 条 件 是 
(Fr 一 四) 一 0 (7=0,1,.,n) (5. 81) 
或 对 任 一 个 p(x)E 五,, 总 有 
(f—p’ ,Pp)=0 
证 
必要 性 ”用 反 证 法 。 设 存在 一 个 函数 gp (xz), 使 得 
(f—p or) 一 天 0 


今 
q(xX)=p" (7) + ea PT) 
显然 gcCz)E 互 ,, 利 用 内 积 性 质 , 可 得 
20, ot 
(FC— 9 四 ) 一 人 ”9 本 be sf yy 由 一 
厂 一 9 一 gag) 一 (太一 让, 了 一 轧 ” ) 一 Co f — 力 ” 9 十 5 G7? 9 ) 一 
fpf pp ,fp') 
, ( Pi, Phe) ” 


这 表示 p' (z) 不 是 最 佳 平方 通 近 元 素 ,所 出 现 的 矛盾 证 实 必要 性 成 立 。 
充分 性 ” 设 条 件 (5. 81) 成 立 。 对 任意 的 bp(z)E 五,, 有 
(f—p,f—p)=(f—p’ +p’ mp,f—p’ +p’—p)= 
(f—p',f—p’)+2f—p’ ,p" —p)+ 
(六 ”一 户 , 户 ”一 户 ) 
由 于 
(f—p’,p* —p) = De mf—p’' ,pg)=0 


j=0 


(p ~—p,p" —p)20 
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所 以 有 
(f—p,f—p) 之 (ff—p’,f—p’) 
因而 p" (xz) 是 五 , 中 对 于 f(x) 的 最 佳 平方 晕 近 元 素 。 
证 毕 。 
定理 $.8 设 F(zEecCcLa,o, 则 在 子 空间 互 , 中 对 于 f(x) 的 最 佳 平方 允 近 元 素 是 唯一 的 。 
证 ”假定 p(x) 和 gq(z) 都 是 五 , 中 对 于 ACz) 的 最 佳 平方 逼近 元 素 , 则 由 定理 5.7, 有 
(f—p,p—q)= (f—g,p—g)=0 


因而 有 
( 户 一 9 六 一 9) =(p— fi/f— gq,p—q)= 
(p—f,p—q0)+(f—gqgp—g)=0 
由 此 可 知 , 在 区 间 [a,6J 上 有 
p(X) = g(r) 
证 毕 。 


求 最 佳 平方 逼近 元 素 p* (xz) = 》) ci pi(x) 就 是 求 它 所 含 的 系数 ci (k= 二 0,1,…,n)。 因 
(f—p’ 9) = fp) Dc psp) 
故 条 件 (5. 81) 又 可 表达 为 
cf (Pre ,9;) 一 (f ,9;) (J = 0,1],*,n) (5, 82) 


这 是 一 个 以 co ,cf ,…,c; 为 未 知 数 的 2 十 1 元 线性 方程 组 。 称 式 (5. 82) 为 法 方程 或 正规 方 
程 。 它 的 系数 矩阵 为 


(go ,Po ) (P00) (gq , po) 
C = (pop) ‘Pp) 机 
《9 ,pn ) 《py，O， ) "°°? (P,P) 


由 于 go (Xx) ,C7)，,… ,pu(z) 在 区 间 [4a,6] 上 连续 生 线 性 无 关 , 因 而 矩阵 G 非 奇 异 。 如 若 不 然 ， 
则 齐 次 线性 方程 组 
Sp C99) 一 0 (=0,]1,..,n) 
有 非 零 解 ( 记 ,B ,BT, 其 中 局, 局 ，…,B 不 全 为 零 。 
令 
p(X) = SBpilz) 
则 有 和 
(pp) = DBGp) 一 0 0G = 0,1,n) 
因而 有 


(gp) = DB (Ysp) =0 
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wzl) 三 0， a 奈 TXRb 
这 与 go (xX) ,p(x),… ,g(x) 在 [a,6b] 上 线性 无 关 相 矛 盾 。 由 于 G 非 奇 异 , 故 法 方程 (5. 82) 的 
解 cx (k= 二 0,1,…,n) 存 在 且 唯 一 。 
记 6 二 (f 一 p”* ,f 一 p* ), 称 6 为 最 佳 平方 逼近 误差 , V6 称 为 均 方 误差 。 由 于 (f 一 p" ,p* ) 一 0， 
所 以 有 
6= (fp ,f= 8p ,N= ,fo DP,f) 
例 6 定义 内 积 
(fg8) = | fr)g lr)dz 


试 在 末 一 Span{1,zx) 中 寻求 对 于 FGCz) 一 Vz 的 最 佳 平方 逼近 元 素 p (x)。 
解 po (x) 尘 1,， 人 1 (XTX)=x 


1 
(go ，9o ) = | dz = 1， (P,Po) = | zdz = 1 

0 0 2 

1 ， ] 1 2 
(@, ,1) -一 | = dz -一 3， (oo ， 矿 ) 一 = | Vrdx 一 本 


1 
Co ,让 二 | z=vEdz = 三 


法 方程 为 1 = 
2 319 5 
解 得 一 企 ,c: 一 全 。 所 求 的 最 佳 平方 逼近 元 素 为 
) -十 二 12 
pl7) = T+ 1s’ 0 和 过 所 1 


5.6.2 正 交 函数 系 在 最 佳 平 方 逼 近 中 的 应 用 


对 于 一 般 的 基底 mw ,9 ，… ,9,, 当 x 稍 大 时 ,计算 法 方程 中 的 (9; ,ep)) 以 及 求解 法 方程 的 计 
算 量 都 是 很 大 的 。 若 采用 1,z,x?,… ,zx" 作 基 底 , 当 p(x) 二 1 时 ,虽然 (mp) 一 (zt,z) 容 易 
计算 ,但 由 此 形成 的 法 方程 系数 矩阵 G 在 ” 稍 大 时 是 病态 矩阵 ,用 单字 长 在 计算 机 上 求解 法 
方程 ,其 结果 往往 不 太 可 靠 。 为 避免 上 述 的 弊端 ,应 采用 正 交 基 底 。 

设 po (XT) oz) ,g(xX) 是 区 间 [a,65j 上 带 权 p(xz) 的 正 交 函 数 系 , 即 


a 
(Pe, 9;) = | pC pn) gr) dr 一 0， 天 ] 


(pir) >0 
那么 ,法 方程 (5. 82) 的 解 为 


Cr — (f ,pi) (有 一 0,1,…，,7) (5. 83) 


1. Legendre 多 项 式 的 应 用 
对 给 定 的 函数 f(x) EC 一 1,1], 要 求 FGz) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 2 次 最 佳 平 方 通 近 多 项 式 
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pa《(x)。 前 已 指出 ,这 个 问题 相当 于 在 内 积 为 
(f,g) = | flr) gl) dr 
的 情形 下 ,在 子 空间 | 
H, = Span{l,x,x’ ,** ,Xx") 
中 寻求 对 作 7) 的 最 佳 平方 允 近 元 素 p, (x)。 今 对 该 日 ; 男 取 一 组 基底 , 即 
H, = Span{L, 了 
其 中 L(x) 是 7 次 Legendre 多 项 式 。 此 时 ,法 方程 (5. 82) 的 解 可 直接 得 到 ,就 是 


c = - | Le) fr) dz Ck = 0,1,.,n) (5. 84) 
所 求 的 nn 次 最 佳 平 方 下 近 多 项 式 为 
pt) = MeLir), 1<z<1 (5. 85) 
如 果 所 给 的 区 间 不 是 [1,1] ,而 是 一 般 的 有 限 区 间 [a ,中 ,那么 ,可 以 通过 变量 置换 
过 一 2 十 ”2 


将 它 转化 为 区 间 一 1 和 上 雪 1 上 的 情形 来 处 理 。 
定理 5.9 设 f(x)EC[ 一 1,1],; 则 由 式 (5.85) 和 系数 公式 (5. 84) 所 确定 的 多 项 式 p, (x)， 
当 "一 ce 时 均 方 收 伍 于 f(x), 即 
lm(f— pr,f — pr) 一 0 
若 F(z)ECL 一 1,1], 则 当 ”>co 时 多 项 式 训 (z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 一 致 收敛 于 f(x), 即 
lim max | f(x) — p(x)|=0 


N00 一 ] 雪子 扫 . 


证 明 从 上 略 。 
当 n->coo0 时 由 系数 公式 (5. 84) 所 确定 的 式 (5. 85) 就 成 为 一 个 无 穷 级 数 ， 


YaiLi(r), 1<r<l 
点 二 0 


称 此 无 穷 级 数 为 图 数 f(x) 的 Legendre 级 数 。 
例 7 求 F(z) 一 上 竺 在 [一 1,1j 上 的 三 次 最 佳 平 方 逼 近 多 项 式 。 
解 ” 采 用 Legendre 多 项 式 Lo《(z),… ,L(xz) 作 为 次 数 不 高 于 3 的 多 项 式 空间 的 基底 。 由 


1 
Cf ,Lo) = | e”dzx = 2.350 4 
一 1 
1 
(f,L;) =| Xe’ dz = 0.735 8 
1 
CE = | (Fr — 
xx 
2 


1 

_ 1 2 

ff 3 3 
1L)=| ( 3 


je dz 一 0.143 1 


zjerdz -- 0.020 13 
以 及 公式 (5. 84) ,得 


ce (fo) 1.1752,， cr 二 Ff,L) 一 1.1036 


C2 一 fsL) -0.3578， cf 二 (fo Ls) — 0.070 46 


第 5 章 播 值 与 逼近 131 


所 求 之 最 佳 平方 通 近 多 项 式 为 
pa (xz) = 1.175 2Lo(Cz) 十 1.103 6LiCz) 十 0.357 8L:(z) 十 0.070 46L; (xz) = 
0. 996 3 十 0.997 9z 十 0.536 7z? 十 0.176 1z， 一 1 委 z 委 1 


例 8 求 F(z)=Vz 在 区 间 [o,1] 上 的 一 次 最 佳 平方 逼近 多 项 式 。 
解 令 zx 一 己 (1 十 全 则 
Fr = LIT 90), 1 二 二 1 
V2 


先 求 pg(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 一 次 最 佳 平方 下 近 多 项 式 gi (1)。 由 


co 一 1 (9,1,) 一 了 | 1 十 tdt 一 < 
? 2 2 -1 V5 3 
cl 一 3 (9,L,) -一 2| 2 一 -1 二 tdt 一 6 
| 2 2 J-: V3 15 


_2 6 .6, _ 
q(t) = (D+ Itt = 了 十 本 是 1 < 上 上 委 1 


把 上 一 2z 一 1 代入 qi (59 ,就 得 Vz 在 区 间 [0,1 上 的 一 次 最 佳 平方 逼近 多 项 式 
2 6 4 12 
Pi(7)= + 一 1)= 6 十 址 7， 0 委 工 所 1] 


2. Chebyshev 多 项 式 的 应 用 


定义 内 积 
(ZJ)g(CZ) 
(fre) = | LE dy 
? -1 Vl—x’ 


H, = Span{ To ,了 1 了 
其 中 T(z) 是 j 次 Chebyshev 多 项 式 。H, 中 的 任 一 元 素 为 


pr) = 人 + OT 1l<r<l (5. 86) 
一] 


设 FCz)ECL 一 1,1]。 由 于 Tos 1 了， 是 在 区 间 [ 


1 
V1l—x’ 
组 ,并 且 


所 以 ,由 式 (5.83) 可 知 , 当 
(To) nT 1 /Ti 
(f,1,) 2 f(r)T, (x) 


TT) ry VE V7 ln) 


(5. 87) 
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时 , 式 (5. 86) 所 表示 的 p,(x) 就 是 空间 瑞 , 中 对 于 A(z) 的 最 佳 平方 逼近 元 素 , 也 就 是 f(x) 在 
区 间 [ 一 1,1] 上 带 权 p(x) 一 一 的 nn 次 最 佳 平方 逼近 多 项 式 ，。 


A 一 并 


定理 5. 10 设 广 (z) 在 区 间 [L 一 1,1] 上 存在 且 有 界 , 那 么 由 式 (5. 86) 和 系数 公式 (5. 87) 所 
确定 的 多 项 式 p,(x), 当 mn 一 co 时 ,在 [一 1,1] 上 一 致 收 全 于 函数 f(x)。 


证 明 从 上 略 。 
当 no0 时 , 式 (5. 86) 就 成 为 一 个 无 穷 级 数 . 


学 + 于 Ti -1 过 z 坪 1 


称 此 无 穷 级 数 为 图 数 f(z) 的 Chebyshev 级 数 ,其 中 
2 人 7z)T (CCZ) 


a; 二 一 一 二 一 一 dr (7 一 0:,1,2.……) 


A VI 


由 式 《5. 86) 和 (5. 87) 确 定 的 多 项 式 p(x) 亦 称 为 滑 数 f(x) 按 Chebyshev 多 项 式 展 开 的 部 


分 和 。 


例 9 求 图 数 /zxz) 一 arcsin x 按 Chebyshev 多 项 式 展开 的 n= 二 7 的 部 分 和 。 


解 


了 
bz) =3+ oaTir), 1 和 zz 委 1 
j=1 


其 中 
2f T(x)arcsin 工 | 


Ti Vi— x 


2f° T(x)arcsin 工 | 
tJ Vi 

2 /nN 

=| (3 9jcos (2 一 1)0dq0 = 


于 
zx (2k— 1Y): (k= 1,2,3,4) 
即 
Ts(r) , T; (xz) 


9 一世 


把 T(z)(j==1,3.5,7) 的 表达 式 代 人 上 式 右 端 ,得 


76 248 ， 288 ， 64 , 
pr (x) = (57 315” 一 175Z + 467 )， 


p(x) 一 区 | Ti 十 


T=0 (& 一 0,1,2,3) 


~ | 


一 ] 达 TT 世 1 


设 qz) 是 函数 arcsin zx 的 Maclaurin 级 数 n 二 7 的 部 分 和 ,那么 ,在 区 间 [ 一 1,1] 上 用 例 9 
所 得 的 p; (z+) 近 似 代 兰 arcsin x 的 精确 度 比 用 gq; (xz) 高 得 多 。 原 因 是 Maclaurin 级 数 ”一 7 的 
部 分 和 下 近 arcsin x 只 在 + 二 0 的 近 旁 才 有 良好 的 精确 度 , 而 Chebyshev 级 数 的 部 分 和 却 是 在 
区 间 [ 一 1,1] 上 f(x) 的 最 佳 平方 允 近 ,其 最 佳 允 近 是 对 整个 区 间 [ 一 1,1] 而 言 的 。 因 此 ,函数 
的 Chebyshev 展开 式 常 常用 做 函数 在 整个 区 间 的 近似 计算 ,有 最 经 济 展开 的 称号 。 


三 角 函 数 系 的 应 用 


当 被 遏 近 函 数 f(x) 是 以 2r 为 周期 的 晃 数 时 , 宜 用 三 角 多 项 式 作 副 近 函 数 。 定 义 内 积 
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(fsg) = | “flr)glr) dr 


在 空间 
DD, = Span{l,cos Xx,sin TX, COS Nr y Sin nr? 
中 寻求 对 于 FCz) 的 最 佳 平方 逼近 元 素 


s, (x) 一 Cacos kr + bsin hr) (5. 88) 


由 于 对 ,j 一 0,1,…,n 有 
0， 上 沽 ] 
(cos kx ,cos yx) = k=7=0 
工 ， k=]7 关 0 
(sin kr ,sin jz) 一 全 7 
xn, k= 二 7 关 0 
(cos kx ,sin jTr) 一 0 
故 三 角 隔 数 系 {1 ,cos xysin x ,cos nx,sin nz}) 是 区 间 L0,2x 1 上 的 正 交 咀 数 系 。 由 式 (5. 83) 
可 知 ,FCz) 在 [0,2rj 上 的 最 佳 平方 逼近 元 素 (5. 88) 中 的 系数 为 


2 
ak 一 二 | flr)cos krdr (k=0,]1,.,n) 
总 
| (5. 89) 
bs -| f(x)sin kr dx (k= 1,2,.…,n) 
0 


由 公式 (5. 89) 所 表示 的 ax ,bi 称 为 Fourier 系数 。 
由 式 (5. 88) 所 表示 的 三 角 多 项 式 5s, (Xz) 是 Fourier 级 数 
世 十 > (ascos kz + bisin kx) 
的 部 分 和 。 当 Frz)EC( 一 ceo,ce) 且 以 2r 为 周期 时 ,系数 由 公式 (5.89) 确 定 的 5s, (zx)( 当 n> 
co 时 ) 在 任意 的 zz 处 收敛 于 f(x)。 


S.6.3 样 条 防 数 在 最 佳 平方 逼近 中 的 应 用 


在 区 间 [La,5b] 上 用 分 段 有 次 多 项 式 副 近 函 数 f(x) ,又 要 求 该 分 段 上 次 多 项 式 在 (a,b) 上 具 
有 一 定 的 光滑 性 ,这 比 在 La,6j] 上 用 一 个 次 多 项 式 允 近 FGCz) 的 逼近 精度 要 高 。 为 此 ,可 利用 
样 条 函数 作为 逼近 函数 。 

问题 的 提 法 是 :定义 内 积 


(fg8) = | AczygCz)dz 
给 定 区 闻 [a ,bj 上 的 一 个 等 距 分 划 
xX: Xi 二 a 十 讯 (i 二 0,1,…,n) 太一 
在 对 应 于 分 划 x 的 & 次 样 条 函数 空间 2... 中 寻求 对 于 函数 f(x)E€ CLa,65bj] 的 最 佳 平方 允 近 元 
素 s(x)。 


为 求解 上 述 问题 ,首先 选择 空间 9%,: 的 基底 。 由 于 是 等 距 分 划 , 故 选择 节点 等 距 的 次 
B 样 条 函数 组 
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(7) = 0 (i), a 三 b (7 一 0 1 …， 22 二 有一] (5. 90) 
作 空 间 乡 .. 的 基底 。 于 是 ,所 求 的 最 佳 平方 通 近 元 素 s《z) 为 
Rl 


s(X) = Dj oi9; (7), a 莹 TIT 世 5b 
一 总 


其 中 系数 cj (j= 二 0,1,…,n 十 &k 一 1) 是 法 方程 


1 


Cj; (9;, 9.,) 一 - (f ,9,) (Cr 一 0,1,… ,nn 十 kk 1) (5.91) 
一 0 


2 


的 解 ,而 gp; (xz) 是 由 式 (5. 90) 所 表示 的 上 次 了 样 条 。 所 得 到 的 最 佳 平方 逼近 元 素 s(x) 是 对 应 
于 分 划 x 的 & 次 样 条 ,因而 它 是 区 间 [La,65] 上 的 分 段 上 次 多 项 式 且 在 (a,6) 上 有 上 & 一 1 阶 连续 导 
数 。 

例 10 给 定 区 间 [ 一 1,1j 上 的 分 划 

AXA: Xo=—]1], X=0,， rx;=!1 

在 对 应 于 分 划 的 三 次 样 条 函数 空间 2;.: 中 寻求 对 于 f (x) 二 e” 的 最 佳 平方 逼近 元 素 s(x)。 

解 ”注意 到 本 题 x 一 2, 一 3,z_ 一 一 2,zs 一 2, 根 据 式 (5. 90) ,可知 

2 = Span{f2; (ZT 2 ,03 TD rT) ,Tm 1) ,ro 2))} 


(9,,9.) = | Q(z+?2 DOrt2 Ddr Gr= 0,1,2,3,4) 


l 
(fp) = | Q(zt2 rdr (r=0,1,2,3,4) 


经 积分 计算 ,得 
Cpo ,Po ) 一 0.003 968 25 ， 《9o ,D1 ) 一 0.025 595 2 


(po ,Ps) = 0.01] 904 8， (po ,Pp3) = 0.000 198 413 
(go ,2 ) = 0.0， (OO ) = 0.239 683 

(po ,op ) = 0.210 714， (ol ,po ) = 0.023 809 5 
(Op ) = 0.000 198 413，(〈w ,ps ) = 0.471 429 

(wo ,9s) 一 0.210 714， (wm ) = 0.011 904 8 
《pa ,3) = 0.239 683, (3 ,Pp1) = 0.025 592 4 
(1,91) = 0.003 968 25， (mw) = 0.018 988 2 
(f,p) = 0.312 426， (f,92:) = 1.026 73 
(f,9;) = 0. 898 349， (f,9) = 0.093 906 1 


把 上 面 的 数据 代入 法 方程 (5. 91) ,并 解 之 得 
co = 0.096 718 4， c= 0,.316 390， c, = 0.843 998 
cl 一 2.311 82， cs 一 6.206 92 

所 求 的 最 佳 平 方 逼 近 元 素 为 


s(x) = > ci03(Cz 十 2 一 门 一 


相 105 379 6z 十 0.470 107z2 十 0.997 715z 十 1.000 70， 一 1 过 二 0 
0. 247 844z 十 0.470 107z 十 0.997 715z 十 1.000 70， 0 一 工 胺 1 
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在 区 间 [ 一 1,1] 上 用 此 三 次 样 条 函数 (zx) 逼近 函数 e” 的 精度 高 于 例 7 的 三 次 最 佳 平方 逼近 多 
项 式 ps (Xz)。 


5.6.4 曲线 拟 合 与 曲面 拟 合 


1. 曲线 拟 合 


设 在 Oxry 直角 坐标 系 中 给 定 m 十 1 对 数据 ( 即 坐 标 ) 
(Ziyyi) (i=0,1,,m) (5. 92) 
其 中 a 一 zo<z < 二 …<zo 一 0。 勾 选 定 2 十 1 个 在 区 间 [a,6] 上 连续 且 在 点 集 {xi(i 二 0,1,…:， 
m)} 上 线性 无 关 的 基 虹 数 9g; (Xz)(j= 二 0,1,…,n), 其 中 n 夺 mm。 问 题 是 要 在 曲线 族 


y(X) 一 Dy cp (7x) 《5.93) 
一 0 


中 寻找 一 曲线 按照 某 种 原则 去 拟 合 数 据 (5. 92) ,用 所 得 的 拟 合 曲 线 去 代替 数据 (5. 92) 所 反映 
的 函数 关系 。 数 据 (5. 92) 中 的 y; 一 般 是 在 实验 中 通过 测量 得 到 的 ,总 会 带 有 观测 误差 ,并 且 
m 往往 很 大 ,因此 不 能 要 求 曲线 y(z) 通 过 由 数据 (5. 92) 表 示 的 所 有 点 。 

定义 ”车 曲 线 


nn 


y (xX) = De pj; (x) (5. 94) 
j=0 
使 得 
>)| 2c9jiCzD) 一 | = min >) [ Deg ry) —y| (5. 95) 
i=~0 j=0 0 ii=0 j=0 


成 立 , 则 称 曲 线 y”(z) 为 在 曲线 族 (5.93) 中 按 最 小 二 乘 原则 确定 的 对 于 数据 (5.92) 的 拟 合 
曲线 。 
所 谓 最 小 二 乘法 求 拟 合 曲线 y* (zx) ,就 是 按 条 件 (5. 95) 求 出 系数 cf (j==0,1,…,n)。 记 
b= Cp ro pT) x) (0 二 01 
4 一 [由 ,由 中] 
y = (yo sym) 
C = (coscis ,cs)T 


由 于 
Ac 一 ct, 一 (Dap x) op rs Sop (ra) ) 
1=0 j=0 j=—0 j=0 


(Ac—y,Ac—y)°= > | > opi Cr) —y| 
所 以 ,所 谓 最 小 二 乘法 求 拟 合 曲线 y* (x) ,就 等 价 于 求 c* = 二 (ce ,c? ,…,c*)7 ,使 得 
(Ac” —y,Ac’ —y)= min (Ac—y,Ac—y) (5.96) 
cE Rt! 
成 立 。 
定理 S. 11 设 函 数组 {9p; (x) (二 0,1,…,n)}) 在 点 集 {zxi(i 一 0,1,…,m)}(n 志 m) 上 线性 无 


关 , 则 ce” ER"*! 使 得 式 (5. 96) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
ATAc* = ATy (5. 97) 
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证 必要 性 记 
Fl(c) = (Ac—y,Ac—y) 一 (Dc, —y,2c%, 一 了 ) 
因 c ”是 ”十 1 元 函数 F(e) 的 极 小 点 , 故 有 


oF = 

ace | eer = 28, ob»)=0 (k = 0,1,.",n) 
即 De (内 ,中 ) -一 (内 ,y) (k 一 0, 工 ,77) 
也 即 4I4c "一 4IY 


充分 性 设 c”" ER 已 满足 条 件 (5.97)。 任 取 cE R“: ,考察 
Flc) 一 (4c 一 y,4hc 一 y) 一 
(4(c 一 c) 十 4c ”一 y4Cc 一 c) 十 4hc” 一) 一 
(4c 一 CC ),A(c—c’))++2(A(c—ec" ) ,4c ”一 y) 十 
(4Ac ”一 y,4c ”一 y) 
由 式 (5. 97) 知 
(Al(c—ce’),Ac’ —y)= (c—c’)'(A'TAc* — ATy)=0 
又 因 向 量 组 (由 (一 0,1,…,z)} 线 性 无 关 , 故 474 是 正定 矩阵 ,因而 当 c 关 ce* 时 有 
(Alc—c’),A(c—c’))= (ec—c’)'AiA(c—c)~>~>0 
Fc) > Fl(c’) 
即 ce* 使 得 式 (5. 96) 成 立 。 
证 毕 。 
方程 (5. 97) 称 为 关于 曲线 的 最 小 二 乘 拟 合 的 法 方程 或 正规 方程 。 由 于 47I4 的 正定 性 , 故 
法 方程 (5. 97) 的 解 c* 存在 且 唯 一 。 从 法 方程 (5. 97) 中 解 出 ec 一 (cf ,cr ,cx )7T 就 得 到 所 
合 曲 线 (5. 94) 。 
拟 合 曲线 y" (x) 对 数据 (5. 92) 的 拟 合 精 度 , 可 用 误差 平方 和 o 来 描述 ,其 中 


0 一 > Ly’ (Xi) 一 yj 


当 m 二 n 时 ,由 于 忽 , 和 ，、… ,由 线性 无 关 , 故 和 矩阵 4 是 非 奇 异 的 方 阵 。 此 时 ,法 方程 (5. 97) 


成 为 
4c 一 


这 表明 , 拟 合 曲 线 y* (z) 一 > cr pi(z) 满足 插值 条 件 


> cp = y, (1=0,1,.,m) 
而 成 为 插值 曲线 。 
作曲 线 拟 合 ,选择 基 函 数 是 至 关 重 要 的 ,通常 要 根据 具体 问题 的 物理 背景 或 坐标 点 (zy ) 
4G=0,1,…'z0) 的 分 布 情况 去 选择 。 人 们 通常 选择 寡 函 数 乙 (j 一 0,1,…，,m) 作 基 函 数 ,这 时 , 拟 
合 曲线 是 二 次 多 项 式 曲线 >” (zx) 二 2) ci zx'。 但 是 , 当 n 较 大 (n 宇 7) 时 ,相应 的 法 方程 往往 


是 病态 的 .n 越 大 病态 越 严重 。 为 避免 求解 病态 线性 方程 组 ,可 构造 在 点 集 {zi 二 0,1,.……， 
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m)} 上 正 交 的 多 项 式 系 {9;(x)(j= 二 0,1,…,n)) 作 为 基 水 数组 ,其 中 yg (xz) 是 7 次 多 项 式 , 且 注 
是 


k#j 


0， 
| . (Rk,7 = O01 Nn;n mm) 
a; > 0， k= 


(中 ,中 ) 一 BDACDIASD, 一 
i 二 人 0 


此 时 ,4 4 是 对 角 和 矩阵 
AiA 一 diag(( 贝 ,和 由 ) 9 ， (中 ,中 )) 
法 方程 (5. 97) 的 解 为 


(由 ,y) 2 YipiCr) 
SAE 
{= 人 0 


拟 合 曲线 y' (x) 二 2 ci gj (zx) 也 是 nn 次 多 项 式 曲 线 。 
在 点 集 {xi(i 一 0,1,…,m)} 上 正 交 的 多 项 式 系 {9 (xz)(j 


0,1],.,n; n 达 mm)) 由 下 列 递 推 


公式 构造 : 
p(x) 三 1 
je 一 工 一 0o 加 (5. 98) 
piri XT) = (TT— a) 9 rT) Bo (rx) (= 1,2,..…,n—1) 
其 中 
pk: :Pp; (Ti ) 
aj 一 一 (7 一 0,.| ,7 一) 
2 i (xi) 
> 9 ;CXi) 
Bb; = rr (j= 1,.2,..…,n— 1) 
2 97 1 (Xi) 


二 十 1， 则 按 递 推 公式 (5. 98) 构 造 出 来 的 mm 十 1 次 多 项 式 PCz), 必 使 得 
由 = Cp Cro) pz ozo))T 一 0 
例如 , 求 在 点 集 (1,2,3,4} 上 正 交 的 多 项 式 系 (po (Cz)(G1=0,1,2,3)}。 使 用 递 推 公式 (5. 

98) 可 得 
oz) = 三] 
PCZ) 一 工 一 2.5 
p(T) 一己 一 57 十 5 
pa(Tr) 一刀 一 7.522 十 16.7x 一 10.5 

若 继续 求 a; ,BB ,可 得 a 一 2.5, 一 0. 45。 

PXT) = (Ta p(T) Bp(r)= zr 107 c+35r 一 507z 十 24 
但 此 时 外 二 (p01) ,gC(2) ,9 (3), 9.(4)) T=0, 


设 x;(i 二 0,1,…,m) 是 Chebyshev 多 项 式 T,,1 (zx) 的 全 部 零点 , 即 zi 一 cos i 
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(i 二 0,1,…,m)。 可 以 证 明 ,Chebyshev 多 项 式 系 {T(z)(j 一 0,1,…,n; 02 魏 0)) 在 点 集 {z， 
(i 二 0,1,…,m)) 上 正 交 。 若 记 
由 一 (TiGCzo) Tr) Tra)) (= 0,1,.,n) 
则 有 
0， kj 
(Bh ) 一 1 广 (mm 十 1D)， 大 一 了 天 0 (kj = 0,1,",n) 


此 等 式 称 为 Chebyshev 多 项 式 离散 形式 的 正 交 人 性 。 
今 以 {Tj;(z)(j==0,1,… ,nyn 守 m)}) 为 基 哺 数组 对 数据 (zx; ,yi) (i 二 0,1,…,m) 进 行 最 小 二 
乘 拟 合 , 其 中 zi 一 0,1 7) 是 TiCz) 的 全 部 零点 ;那么 , 拟 合 曲线 为 
y (xX) 一 分 十 2 TT;(z) 
其 中 
， (中 ，y) 2 之 . 
Ci 一 ( 和 一 WY TC) (J =— 0,1,.…,n) 


若 Ti(1=0,1,.,m) 只 能 分 布 在 区 间 [a ,bj 内 ,并 可 预先 设 定 , 则 在 采集 数据 时 可 取 Xi 为 


ri = ate ea, (i 0,1,.,m) 
2 2 
其 中 
mt 
t; = COS 2Cm 二 1) nt (1 = 一 0,1， 9 772 ) 


是 m 十 1 次 Chebyshev 多 项 式 T,;1(t) 的 全 部 零点 。 于 是 , 通 数 组 
IT, (x) = T, (Fra)) CF = 0,1,. nn < m) 
必 在 所 设 定 的 点 集 {xi(i 一 0,1,…,m)) 上 正 交 ; 并 且 , 当 用 曲线 
y* (x) -和 +s T,(z) (5. 99) 
对 数据 (x; ,yy;) (i 二 0,1,…,m) 进 行 最 小 二 乘 拟 合 时 , 式 (5.99) 中 的 系数 c; 的 计算 公式 为 
Ci = TY Tr) = Tn) (7 = 0,1,..…,n) 

曲线 族 (5. 93) 的 函数 结构 是 某 个 基 函 数组 的 线性 组 合 , 即 y(z) 关 于 待定 参数 0 9 9 
是 线性 的 。 用 这 种 函数 形式 作曲 线 的 最 小 二 乘 拟 合 称 为 线性 最 小 二 乘 问题 。 如 果 曲 线 族 的 函 
数 结构 y(Z)= f(x,co s*C1 9 ,cx) 关 于 待定 参数 Co 9C1 9 人 Cn 是 非 线性 的 , 则 最 小 二 乘 问 题 

DLf C0 C9 0) yi] = min, nm 

称 为 非 线性 最 小 二 乘 问题 。 本 书 不 讨论 此 问题 的 一 般 求 解 方法 。 但 是 ,有 一 些 非 线性 最 小 二 乘 问 
题 是 可 以 化 为 线性 最 小 二 乘 问题 来 求解 的 。 例 如 ,曲线 族 >(z) 一 一 下 一 可 化 为 x=w 十 az, 其 中 


C1 


w= 二 人骨 线 族 y(z) 王 ae 好 可 化 为 2 一 co 十 cz 其 中 xx 一 ln y,co 二 ln aycl = 二 5。 
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例 11 给 定数 据 表 


让 


0.1 0.4 0. 9 1.6 
试 分 别 用 二 次 和 三 次 多 项 式 以 最 小 二 乘法 拟 合 所 给 数据 ,并 比较 其 优 秒 。 
解 (1) y(CZ) 一 co 十 ci 工 十 cz 
1 一 2 4 
1 一 1 1 9 0 10 2. 9 
A=|1 0 0|， ws- 10 | ie 
] 1 1 10 0 34 7 
1 2 4 
法 方程 
ATAc 一 ATy 
的 解 为 


co = 0. 408 6， Cl = 0. 42， cz 一 0.085 7 
所 求 二 次 多 项 式 为 
yx) 一 0.4086 十 0.42z 十 0.085 7x’ 


误差 平方 和 为 
5 = 0. 00]1 16 
(2) y(X) 二 oj 十 CX 十 cox 十 cx 
] 一 2 4 一 8 
5 0 10 0 
1 一 1 1 —1 
0 10 0 34 
人 二 |] 0 0 0|，A4IA4 一 
10 0 34 0 
1 1 1 1 
0 34 0 130 
l 2 4 8 
ATy = (2.9,4.2,7,14. 4)T 
法 方程 
ATAc = ATy 
的 解 为 


co = 0.408 6, ci 一 0.39167，c 一 0.0857， cs = 0.008 33 
得 到 三 次 多 项 式 
y(z) = 0.408 6 十 0.391 67z 十 0.085 7zx? 十 0.008 33z 
误差 平方 和 为 
0a 一 0. 000 194 
由 于 天 cz ,所 以 ,用 三 次 多 项 式 拟 合 所 给 数据 优 于 用 二 次 多 项 式 去 拟 合 。 
例 12 已 知 一 组 实验 数据 , 见 表 5 - 3。 
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表 5-3 例 12 实验 数据 


试 以 最 小 二 乘 原则 求 一 个 函数 拟 合 表 5 -3 的 数据 。 
解 ” 在 Oxy 坐标 平面 上 描 出 各 点 Cx;,y,) (i 二 0,1,…,10), 并 大 致 描 出 曲线 , 见 图 5 一 6， 


4 8 12 16 20 x 


图 5-6 拟 合 数据 的 曲线 示意 图 
攒 观察 分 析 这 条 曲线 近似 于 一 个 什么 类 型 的 函数 。 这 里 ,选择 两 种 类 型 的 函数 。 
第 一 种 ,选择 双 曲 线 型 的 函数 : 


y(X) 一 co 十 呈 
x 


这 时 ,go (Xx) 三 1 ,9 (x) = 二， 
pb = (1,1,..,1)7 


和 一 ( 计 计 于, 字 二 而 填 二 去, 直下) 


一 一 一 一 一 一， 一 一 -一 一 一 一， 一 一 一 一 一 一 一- 一 -< 一 一 一 


ATA IN 0 |= | 11 1.784 2 


FB FB 1.784 2 0.492 77 
ATy = ”|= | 208. 09] 
Fy 194. 052 
法 方程 A'Ac 二 A'y 的 解 为 
co = 111.476, cl 一 一 9.832 06 


得 双 曲 线 聘 数 
yx) = 111. 476 一 


它 对 于 yi 一 0,1, ,10) 的 误差 平方 和 为 
0 一 0.461 3 


9. 832 06 
并 
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第 二 种 ,选择 指数 类 型 的 晒 数 : 
y(ZT) 一 aer 
这 时 ,ylx) 不 是 某 组 已 知 消 数 的 线性 组 合 。 对 上 式 两 边 取 对 数 ,得 
In y(x) = ma 十 也 


1 2 一 1]n yyco 一 jn dsCl 二 56, 则 有 


zz) 一 co 十 对 
A 


把 原 (x， , yi) 数据 表 换 成 (， ,2 数据 表 , 见 表 D 一 4 人 。 
表 5-4 例 12 数据 换算 表 


法 方程 的 系数 矩阵 A 4 与 前 面 第 一 种 的 相同 ,而 法 方程 的 右 端 向 量 为 


- | 用 692 | 
六 Hu -一 Te 
piu 8. 366 23 
这 里 U= (wo sw ""* Ul0 )! o 求解 
A'Ac 一 AI 
得 co 二 4.714 0,ci 王 一 0.090 321 ,由 此 得 
a = e® = 111.494, b=e, 一 一 0.090 321 


所 求 的 指数 函数 为 


0.090 321 
了 


y(7x) = 111. 494e 
它 对 于 数据 y;(i1 二 0,1,… ,10) 的 误差 平方 和 为 


om = 0.471 9 
2. 曲面 拟 合 
设 在 三 维 直 角 坐 标 系 Oryu 中 给 定 Cm 十 1)X (n 十 1 个 点 ( 即 三 维 坐 标 》 
(Xi, Yj Us ) (z= 0,1,……,m;] = 0,1,*…,n) (D5. 100) 


其 中 4a 二 zo 过 zi 过 之 x 二 00 二 过 jy1 之 之 yy, 二 d。 选 定 MT 十 1 个 地 的 函数 {e.(Cz)(Cr 一 0， 
1 ,MD}CM 过 m) 以 及 NN 十 1 个 yy 的 油 数 (YC(y)(s 一 0,1,…,N)} (Nn)。 这 两 个 泣 数 组 分 
别 在 区 间 [La,5j 和 区 间 [Lc,4j] 上 连续 , 且 分 别 在 点 集 {x;(i==0,1,…,m)} 和 点 集 {y; (j= 二 0,1,*…， 
2)} 上 线性 无 关 。 以 函数 组 

{9 (TIP Yr 二 01 AM 一 0 1 N)) 
为 基 晴 数 , 称 为 乘积 型 基 晴 数 , 构 成 以 {c,,) 为 参数 的 曲面 族 


N M 
pr»y) = 2) Dy cs9, Ty) (5. 101) 
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定义 ”着 参数 {ci} 使 得 


再 


m N M 
DOO Dp Gy) wu | = min (5. 102) 
二 0 $=0 r=0 


j=0 3 


成 立 , 则 称 相 应 的 曲面 p(x,y) 为 在 曲面 族 (5.101) 中 按 最 小 二 乘 原则 确定 的 对 于 数据 
(5. 100) 的 拟 合 曲面 。 

这 种 拟 合 方法 又 称 为 乘积 型 最 小 二 乘法 , 它 属于 二 维 情形 的 线性 最 小 二 乘 问题 。 可 分 解 
为 对 zx 和 yy 作曲 线 的 最 小 二 乘 拟 合 两 个 步骤 来 实现 乘积 型 最 小 二 乘法 ,并 由 此 推出 拟 合 曲面 
参数 {cx } 的 计算 公式 。 

第 一 步 ,固定 yj ,以 {9,(zx)) 为 基 消 数组 对 数据 (xz;,wj) (i 一 0,1,…,m) 作 最 小 二 乘 拟 合 ， 
得 到 ”十 1 条 拟 合 曲线 


M 
qi (zx) = apr) (= 0,1,.,n) (5. 103) 
其 中 (ao， 9 19 QM ) 1 = 是 法 方程 
B'Ba;, 一 Bi'u., (J 一 0,1,.. ,72) (5. 104) 


的 解 , 而 B = [9, (ZXi) entyxmtl)» Uj = (Uo 2 ， Um )'。 记 4 = La- jobxeorD， 
已 王 [zy jbxoD , 则 由 式 (5. 104) 可知 
A=(B'B)'B'U (5. 105) 
第 二 步 ,任意 固定 x, 以 {yg(y)}) 为 基 泪 数组 对 数据 (yj ,q;《(z)) (j= 二 0,1,…,n) 作 最 小 二 村 
拟 合 得 到 所 求 的 拟 合 曲面 


N 
p’ (x,y) = B,Cr) yy) (5. 106) 

了 

其 中 (8 CCz),8Cz) ,BCz))I 一 5z) 是 法 方程 
G'GB(r) = G'qg(z) (5. 107) 


的 解 ,而 G=[ yy;) ovxn+ty q(T) = (go (xX) gz) ,gn CT)) Ts 
拟 合 曲面 (5. 106 ) 的 表达 式 与 表达 式 (5. 101) 在 形式 上 是 一 致 的 。 设 (GTG)-16GT = 
[Ys jowivxorv ， 则 由 式 (5. 107) 和 式 (5. 103) 可 知 
Br) = Ys gi(7) = > 07Yy9r (7) 


r=0 一 0 


将 上 式 代 入 式 (5. 106) ,得 到 与 式 (5. 101) 形 式 一 致 的 拟 合 曲面 
N M 
Pp (x,y) = 2 ep,(r) YCy) (5. 108) 
s=0) r=0 
其 中 
= Day (r=0,1,,M;s = 0,1,.,N) (5. 109) 
ji=0 
记 C 二 [cr jbxexw+nb ; 则 系数 ci 的 表达 式 (5. 109) 可 表示 为 矩阵 形式 
C= A[(GTG) GT] = (BB)- BTUG(GTG)! (5. 110) 


只 须 按 照 公 式 (5. 110) 计 算 系 数 c* (r= 二 0,1,…,M;s 二 0,1,…,NN), 即 可 得 出 要 求 的 拟 合 曲面 
(5. 108) 。 

最 后 还 应 验证 ,由 公式 (5. 110) 确 定 的 系数 {ci ) 确实 使 条 件 (5. 102) 成 立 。 此 问题 留 给 读 
者 思考 。 
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曲面 (5. 108) 对 数据 (5. 100) 的 拟 合 精度 就 用 误差 平方 和 
5 一 > LP’ ri,y)) — uy} 


j=0 i=0 


来 描述 。 
例 13 给 定 表 5 -5 的 数据 


表 5-5 例 13 数 据 表 


试 取 po (TX)El, pr)=— x p(y) = y'(s=0,1,2) ,对 所 给 数据 作 乘 积 型 最 小 二 乘 拟 合 。 
解 


B 一 Lg9, (zx;) Jexs 一 


G 一 Ly, (Cy; ) Jexs 


| 


] 

1 

1 

1 

1 

] 2.25 

1 4 

] 1 

1 0 0 

1 ] 

] 4 
9 


1 3 
U 就 是 表 5 - 5 中 的 数据 [us jexs。 求 出 (BTB)~! 和 (GTG)-! 之 后 ,代入 公式 (5. 110) ,得 
一 0.003 8906 一 0.001 945 3 1. 002 4 
| 2.009 7 0.004 863 3 一 0.006 079 | 
所 求 的 拟 合 曲面 为 
Pp' (zy) =co0 十 clo 十 cy 十 CT?y 十 cory 十 C12x?y? 一 
一 0.003 890 6 十 2.009 7zz 一 0.001 945 3y 十 
0. 004 863 3zsy 十 1.002 4y: — 0.006 079 1zx2y 
5 5 
其 拟 合 精度 为 o 二 2， > Lp’ (ZXisy;) — ui = 0.103 58 。 


j=0 i=0 
地 
习 题 


1 . 证 明 :因数 系 {2 一 : (二 1,2,，…,n 十 1)}) 在 任何 点 集 二 {zl 92 Zn) 上 线性 无 关 , 其 
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中 zi LT 9 互 异 ,m 宇 n 十 1。 
2. 证 明 ; 函 数 系 Tj 一 1,2,…n 十 1)) 在 任何 点 集 XX 二 {x ,zy zs)} 上 线性 无 关 , 其 


.全 了 


中 T9239" 9 dm 大 于 零 且 互 异 ;Mm 之 nn 十 1。 
3. 证 明 ; 明 数 系 {sinx,sin2x,sin3X}) 在 点 集 X=| 字 i(i=0,1,…,8) | 上 线性 无 关 ， 
4. 给 定数 表 


工 10 11 12 13 14 


f(x) 210 230 240 235 230 
试 建立 f(z) 的 四 次 Lagrange 插值 多 项 式 。 
5. 设 避 (XT)(=0,1,…,n) 是 以 互 异 的 zo ,Xi … ,Xs 为 节点 的 Lagrange 插值 基 函 数 , 证 
明 : 
(1) PO zhi(z) =z (m= 0,1,%,n); 


《2 ) Sx, — XT)"l(X) E00 (m= 1,2,..,n), 
6. 证明: 者 f(z) 是 次 数 不 超 过 的 多 项 式 ,那么 任 取 十 1 个 实数 为 节点 所 作 的 f(z) 的 


n 次 插值 多 项 式 就 一 定 是 f(x) 自身 ，。 
7?， 给 定数 表 


e < 0.904 837 0. 860 708 0,778 801 0.740 818 


(1) 以 0.15,0,25,0.30 为 节点 作 二 次 插值 计算 e ”的 近似 值 ,并 估计 截断 误差 。 
(2) 以 0. 10,0. 15 为 节点 作 线 性 插值 计算 e-* :的 近似 值 ,并 估计 截断 误差 。 


8. 给 定数 表 


试 建立 差 商 表 , 并 写 出 f(x) 的 四 次 Newton 插值 多 项 式 。 
9. 设 实数 zo ,zi ，… ,x 互 异 , 证 明 差 商 具 有 下 列 性 质 、 
(1) 阁 F(x)= 二 cf(x), 则 
Fl xo sri ss Ta j= cf xo ,Xi s*** ne 
(2) 车 F(x)== 了 f(z) 十 g(z), 则 
下 | zu ol 9 ,T, |= flxo st] 9""" ,Ta | 十 gL zo 9 之 1] 9 ,| 


10. 设 f(x) = Dajri ,实数 zo ,Xi ,Xn(m 之 n) 互 异 , 试 计算 FLzo yz |] (R 一 7 
j=0 
7 十 1,… ,7m) 的 值 。 


11. 证 明 ; 阁 f(x) 一 > ai; 和 朋 a; 关 0, 则 fxo,Xj(zx 关 Xo) 是 工 的 nn 一 1 次 多 项 式 。 


J 


12. 给 定数 表 (x; ,f(x;)) (i 二 0,1,…,n) ,其 中 Zi 一 4 十 :A (= 一 0,1，… 7 万 全 0) 。 设 /二 
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zi 十 人 (1hS<n 一 2) ,要 用 :(1) 线性 插值 ;(2) 二 次 插值 ;(3〉 三 次 插值 计算 f(x) 的 近似 


值 , 试 分 别 写 出 所 用 的 插值 公式 及 其 余 项 。 
13. 试 利 用 第 8 题 的 差 商 表 , 构 造 两 个 二 次 Newton 插值 多 项 式 以 分 别 计算 f( 一 1) 和 和 
fA(0.8) 的 近似 值 ,又 构造 一 个 三 次 Newton 插值 多 项 式 以 计算 (0) 的 近似 值 。 


14. 设 将 sin x 在 区 间 | 0,3 | 上 的 值 列 成 节点 等 距 分 布 的 函数 表 , 要 求 用 二 次 插值 计算 


非 节 点 处 的 sin zx 值 的 截断 误差 不 超过 10 一 , 问 节 点 的 步 长 屎 最 大 不 超过 多 少 ? 
15. 给 定数 表 


x —0.1 0. 3 0.7 1.1 1. 5 


f(x) 0. 995 0, 955 0.765 0. 454 0, 100 


奉 不 计 舍 入 误差 ,那么 ,用 分 段 二 次 插值 计算 Fz) (一 0.1 委 zs 委 1.5) 的 近似 值 能 保证 有 多 少 位 
有 效 数 字 ? 其 中 已 知 “max ， | F(z) | 一 1。 
16. 给 定 函 数 x= /zxz,y) 的 一 个 数 表 ( 见 表 5 -6), 试 分 别 采 用 :(1) 双 一 次 插值 ;(2) 对 x 
二 次 .对 y 一 次 的 二 元 播 值 ;(C3) 双 二 次 插值 计算 fC(0. 8,1. 25) 的 近似 值 。 
表 5-6 习题 16 数据 表 


17. 给 定 阻 数 表 


fr) 


试 构造 一 个 次 数 不 高 于 4 的 多 项 式 及, (x) ,使 其 满足 条 件 : 
H,(0)= /0)， HCL = f(1), H,(2) = f(2) 
H’,(1) = f(1), H’',(2) = f (2) 
并 写 出 余 项 f(x) 一 日 (xz) 的 表达 式 [ 设 f(z) 处 处 有 五 阶 导 数 ]。 
18. 设 zo ,Xl 互 异 ,f(zx) 处 处 有 三 阶 导数 , 试 构造 一 个 次 数 不 高 于 2 的 多 项 式 日 , (x) ,使 
其 满足 条 件 : 
H(zi) = f(x) (i= 0,1), H's(xo) = f (xo) 
并 写 出 余 项 f(z) 一 日 ;, (zx) 的 表达 式 。 
19. 给 定数 表 
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试 构造 一 个 次 数 不 高 于 3 的 多 项 式 昌 ; (zx) ,使 其 满足 条 件 : 
Hs(0) = f(0), H,(1.5) = f(1.5) 
H’,(0) = f (0), H’,(1.5)= f (1.5) 
设 已 知 max 1/ (x)|<<1 , 试 估计 误差 max ,| f(x) 一 Hs(x) | 。 
20. 对 任意 正 整数 上 ,证 明 : 
Ti 十 (一 1)*( 一 XTX)*== x* 
21. 试 证 : 隆 数 z (mm>1 是 整数 ) 在 区 间 ( 一 ,ceo) 上 有 疡 一 1 阶 连 续 导 数 ,并 且 在 z= 王 0 
处 不 存在 m 阶 导 数 。 
22. 试 判 断 下 列 两 个 函数 是 否 为 定义 在 区 间 [L 一 1, 1 上 以 立 =0 为 内 节点 的 三 次 样 条 函 
数 , 符 是 , 则 把 它 写成 表达 式 (5. 25) 的 形式 : 


一 x 一 37z 一 十 2， 一 1 委 z 雪 0 
(1) s(x)= 

Xi 一 3X’ 一式 十 2， 0 二 Zz] 

5 3 十 3 2 一 十 2， 一 1 < < 0 
(2) sCr) = 

2 一 3 一 和 十 2， 0< 一 xx 委 ]1 


23. 试验 证 下 询 了 落 数 是 定义 在 区 间 L0,3] 上 以 zi 二 1,Zzz 二 2 为 内 节点 的 三 次 样 条 函数 ,并 
把 它 写 成 表达 式 (5. 25) 的 形式 : 


1— x’,， 0 之 工 < 二 1 
人 1 < 一 工 委 2 
16 一 217z 十 9z 关 一 2z，2<< 并 所 3 


24. 试 写 出 三 次 样 条 也 数 2:(2(z 一 1)) 的 分 段 表 达 式 ,并 画 出 它 的 图 形 。 
25. 给 定数 表 


利用 三 次 B 样 条 , 求 以 zo=0,z 一 1,z 一 2,zs 一 3 为 节点 的 三 次 样 条 了 消 数 s(x) ,使 其 满足 条 
件 
S(TXi) = fx) (i1=0,1,2,3) 
$s (zo) = fx0), sx) = fF (zs) 
26. 给 定数 表 


用 三 弯 和 矩 法 求 以 ze 二 1,z 一 2,z: 一 3,zs 一 4 为 节点 的 三 次 样 条 函数 s(x) ,使 其 满足 条 件 : 
SCzi) = fr) (一 0 1 2 3) 
$s (xo) = fz), ss (x3) = f (zs) 
27. 设 有 n= 二 4 的 实 序 列 
fo=1, f=1l, f,=3, f=]1 
试用 FFT 算法 求 {f,) 的 离散 频谱 。 
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28. 设 有 周期 为 2r 的 函数 
1， 0 过 工 云 xx 


f(x) 一 三 ， T<CZz<2r 


1 ， T= 2 

取 n==8, 试 用 FFT 算法 求 {f1(L==0,1,…,7)}) 的 离散 频谱 。 

29. 大 (9; (Xz) (二 0,1,…)}) 是 区 间 [a,6] 上 带 权 p(x) 的 正 交 函 数 系 ,证 明 : 此 函数 系 在 区 
间 La,5j 上 线性 无 关 。 

30. 设 {gi(z)) 和 (9.(z)) 都 是 区 间 La,6] 上 带 权 p(x) 的 正 交 多 项 式 系 , 试 证 ; 必 存 在 非 零 
实数 ce(& 王 0,1,…) ,使 得 下 列 关 系 成 立 : 

gi(T) cpi(r), TETab] (k=0,1,..) 

31. 设 {gi(z)}) 是 最 高 次 项 系数 为 1 的 区 间 [a,6j 上 带 权 plx) 的 正 交 多 项 式 系 。 试 由 正 交 

多 项 式 系 的 递 推 关系 (5.73) 推 出 如 下 的 递 推 关 系 (k 宇 1)，: 
gtH(Z) = (TO— PB)g(r) — Li1ge 1 7) 

其 中 


_ (XB Ek) _ (gr, EE) 
Bb 一 一 一 全 一， -一 一 
(gk » 4) (gp BA 1 ) 


He-1 一 
32. 试 构造 区 间 [0,1] 上 带 权 p(x)==xz 的 正 交 多 项 式 组 {9 (x)(k 二 0,1,2))。 
33. 设 T(z) 是 上 次 Chebyshev 多 项 式 , 证 明 :T,(x)==T,(2x? 一 1)，。 
34. 定义 内 积 


(f,g) = | fOr) gx) dr 


在 瑟 ==Span{1,x? ,zx'}) 中 求 对 于 f(x) 二 |z| 的 最 佳 平方 逼近 元 素 。 
35. 求 函 数 f(z) 二 sin rz 在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 三 次 最 佳 平方 逼近 多 项 式 ，。 
36. 求 函 数 f(x) 二 zx? 在 区 间 [0,1] 上 的 二 次 最 佳 平 方 逼近 多 项 式 。 
37. 求 a,b,c 的 值 ,使 


| Gsin rat — ar) dz 
达到 最 小 。 
38. 设 p(x) = y ap Cz) 是 在 空间 映 = Span{ 9 ,9 ,…,9,) 中 对 于 f(z)E€ CLa,6] 的 最 
佳 平方 逼近 元 素 , 试 证 ， 
Fp- p= ND Dopp 


39. 求 隐 数 f(x)==arccos Xx 按 Chebyshev 多 项 式 展开 的 2 一 8 的 部 分 和 。 
40. 给 定 区 间 [0,1] 的 分 划 


在 对 应 于 分 划 基 的 一 次 样 条 函数 空间 %1.: 中 寻求 对 于 f(x) 二 Vz 的 最 佳 平方 到 近 元 素 s(x)，。 
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41. 利用 最 小 二 乘 原 则 求 一 个 形 如 y 二 a 十 6x? 的 经 验 公 式 , 使 它 与 下 列 数据 拟 合 


42. 给 定数 表 


试 分 别 用 一 次 .二 次 、 三 次 多 项 式 根据 最 小 二 乘 原 则 拟 合 这 些 数据 ,并 比较 优 劣 。 
43. 欲求 一 个 形 如 *=cz 的 经 验 公式 ,使 它 与 实验 数据 


4. 22 4. 02 3,85 3. 59 3. 44 3, 02 2. 59 


相 拟 合 , 试 用 最 小 二 乘法 确定 其 中 的 参数 c 和 4。 
44. 给 定数 表 


试 确定 y(X) 二 cisin z 十 czsin 2x 十 cssin 3X 的 系数 cyc， 和 cs ,使 得 
DLyCx;) — yi = min 
45. 试 构造 在 点 集 11,2,…,10} 上 正 交 的 多 项 式 系 {ps(z)(R 一 0,1,2)} ,其 中 p(x) 是 上 次 
多 项 式 。 


46. 试 取 p(X) =x (r=0,1,2), Hh (yl, (y)=y’ , 对 第 16 题 所 给 数据 ( 见 表 5 -6) 作 
乘积 型 最 小 二 乘 拟 合 , 并 求 拟 合 精度 。 


第 6 章 数值 积分 


为 了 计算 定 积 分 | /Car ,只 要 求 出 被 积 函 数 jz) 的 一 个 原 函 数 F(x), 再 利用 
Newton -~ Leibniz( 牛 顿 - 莱 布 尼 医 ) 公 式 
| f ‘2dr = FO — Fa) 


计算 ,问题 就 解决 了 。 这 是 通过 解析 方法 计算 定 积分 。 但 是 ,在 实际 工作 中 ,有 很 多 被 积 函 数 
是 很 难 求 出 它 的 原 函 数 的 ,甚至 不 能 求 出 有 限 形 式 的 原 函 数 。 例 如 ,积分 


| _1 1 | sin x 1 
In x 


等 都 不 能 通过 解析 方法 计算 。 此 外 ,实际 问题 中 的 被 积 图 数 f(x) 往 往 没 有 解析 表达 式 , 只 用 
数 表 的 形式 (zzi)) (i 二 0,1,…,7) 给 出 f(x)。 这 种 情况 更 无 法 采用 解析 方法 计算 f(z) 
的 定 积分 。 本 章 将 要 讨论 计算 定 积 分 的 数值 方法 一 一 数值 积分 法 。 


6.1 求 积 公式 及 其 代数 精度 


数值 求 积 公式 的 一 般 形式 为 


[fewdr ~ Df Cr) (6.1) 
式 中 的 Ze(R 一 0,1，……,2) 称 为 求 积 节点 ,并 且 有 
4 和 妇 Tz<Cz< < TCD 
AM(R 一 0,1, 72) 称 为 求 积 系数 , 且 与 被 积 函 数 f(z) 无 关 。 数 值 求 积 公式 (6. 1) 通 常 简称 为 求 
公式 。 当 求 积 节点 和 求 积 系 数 确定 之 后 ,一 个 求 积 公式 就 被 确定 了 。 表 达 式 


五 n 
R, = | fndr— Df Cr) 
是 一 届 


被 称 为 求 积 公式 (6. 1) 的 截断 误差 或 余 项 。 
数值 求 积 公式 是 一 种 近似 方法 ,因此 ,要 求 它 对 尽 可 能 多 的 被 积 函 数 f 能 准确 计算 积分 


| rezydz 的 值 ,这 就 引出 了 代数 精确 度 的 概念 。 


定义 ”对 于 求 积 公式 (6. 1), 当 f(z) 为 任何 次 数 不 高 于 m 的 多 项 式 时 都 成 为 等 式 ,而 当 
f(z) 为 某 个 m 十 1 次 多 项 式 时 不 能 成 为 等 式 , 则 称 它 具 有 m 次 代数 精度 。 

容易 看 出 ,只 要 当 f(z) 分 别 为 1,z,x*,…,x” 时 , 求 积 公式 (6. 1) 都 成 为 等 式 , 则 当 f(x) 
为 任何 次 数 不 高 于 m 的 多 项 式 时 , 求 积 公式 (6 1) 就 必 成 为 等 式 。 这 个 事实 说 明了 如 何 判明 
一 个 求 积 公 式 的 代数 精度 。 

例 1 判明 以 下 两 个 求 积 公式 的 代数 精度 


Df fondr oe FEF DD +2f00) + f(D)]; 
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1 1 ] 

(| Haodzw 7/ 全 启 )A( 启 ). 

解 (1) 当 f(x) 分 别 为 1 和 时 , 求 积 公式 都 成 为 等 式 ;而 当 f(z) 二 x 时 , 求 积 公式 的 
左 问 值 不 等 于 右 端 值 ,故此 求 积 公 式 具 有 一 次 代数 精度 。 

(2) 当 f(z) 分 别 为 1,z,zZz 时 , 求 积 公式 都 成 为 等 式 ; 而 当 f(x) 二 x' 时 , 求 积 公 式 的 
左 端 值 不 等 于 右 端 值 , 故 此 求 积 公式 具有 三 次 代数 精度 。 

代数 精度 这 个 概念 只 是 定性 地 描述 一 个 求 积 公式 的 精度 高 低 ,并 不 能 定量 地 表示 求 积 公 
式 的 误差 大 小 。 


6.2 插值 型 求 积 公式 


推导 求 积 公式 的 基本 方法 是 利用 插值 法 。 
在 区 间 La,5j] 内 给 定 求 积 节点 Xi(k= 二 0,1,，…,n), 并 上 且 
l dT 人 Tb 
以 所 给 求 积 节点 为 插值 节点 ,构造 函数 f(z) 的 Lagrange 插值 多 项 式 
pr (Xx) 一 SC) fC,) 
其 中 (zx) 是 Lagrange 插值 基 函 数 


Arz) 一 [> 一 二 (一 0,1， 7) 


TX 
用 p, (x) 近似 代 苦 f(x) ,在 区 间 [a,6] 上 作 定 积分 ,就 得 到 近似 等 式 
| readz ~ SA fz) (6.1)， 
其 中 
ho = | ceo?dz Ck = 0,1，) (6. 2) 


当 求 积 系 数 ”由 式 (6.2) 确 定时 ,相应 的 求 积 公式 (6. 1), 就 称 为 插值 型 求 积 公式 ，。 
设 子 数 f(z) 在 区 间 [a,65] 上 足够 光滑 ,根据 定理 5.1, 对 于 a 声 x 志 5, 有 


" (n+l1y 3 
Frz) = DDD) + VT rz,) 


(nd 1)1 
其 中 6= 记 xz)E (a,b)。 由 此 得 到 插值 型 求 积 公式 (6. 1); 的 截断 误差 为 
， Sa ”ForD(6) rT 
R, = | f(x)dr— 2 ’f (x) 一 | 全 1 [1 cz) jaz (6. 3) 


其 中 f= 弛 zx)€ (a,6b)。 
例 2 给 定 求 积 节点 zx， 一 地 ,zi 一半, 试 推出 计算 积分 | f(x)dz 的 插值 型 求 积 公式 ,并 写 
出 它 的 截断 误差 
解 ” 由 公式 (6.2) 计 算 求 积 系数 
Qa _[ zz 1f 1 
X =| Cam 六 | (4r 一 3)dz = 十 


0 0 一 之 
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1 _ 1 
A =| XX dr 一 | cz 1l)dz 二 工 
避 


0 Xl ~ Xo 2 
故 求 积 公式 为 
! 1 1 3 
| fr) dz > 3|/(z)+ j (到 ) | 
由 式 (6. 3) ,此 求 积 公 式 的 截断 误差 为 
1 1 w 1 3 
R 一 上 到 /9 人 一 二 (一 十) 
其 中 6 一 cz)E(0O,1)。 
定理 6.1 2 十 1 个 节点 的 插值 型 求 积 公式 (6. 1);、(6.2) 至 少 具 有 7 次 代数 精度 。 
证 ” 当 f(z) 为 任何 次 数 不 高 于 1 的 多 项 式 时 ,ff“"**(7x) 三 0, 根 据 插值 型 求 积 公 式 的 截断 
误差 表达 式 (6.3) 可 知 , 此 时 R, = 二 0, 因 而 等 式 
| redz 一 Sa fri) 


成 立 , 其 中 ”由 式 (6.2) 确 定 。 根 据 代 数 精度 的 定义 ,可 知 定理 的 结论 成 立 。 

证 毕 。 

推论 ”对 于 ”十 1 个 节点 的 播 值 型 求 积 公式 的 求 积 系数 AM (RE=0,1,……2) , 必 满 足 

ho = b—a 

其 中 a 和 6 分 别 是 积分 下 限 和 上 限 。 

定理 6.2 nn 十 1 个 节点 的 求 积 公 式 (6. 1) 如 果 具 有 7 次 或 大 于 n 次 的 代数 精度 , 则 它 是 插 
值 型 求 积 公式 。 

此 定理 请 读者 自己 证 明 ，。 


6.3 Newton - Cotes 求 积 公式 


如 果 节 点 等 距 , 且 Lo 一 QZ 一 六， 即 


Xi 二 Qa 十 kh (k=0,1,.…,n) 六 一 


则 相应 的 插值 型 求 积 公式 (6. 1), (6. 2) 称 为 Newton - Cotes (牛顿 - 科 茨 ) 求 积 公 式 , 相 应 的 求 
积 系 数 4.” 称 为 Newton - Cotes 求 积 系数 。 
令 工 一 4 十 成 ,由 式 (6.2) 得 


Mt = | cmdz =- | (I 二 )dz = (I i) = 
A jk 


Lm 
i | en Je (6 — a)ce” (k 一 0,1，……，77) (6. 4) 


其 中 


(nm) (— 1) 一 一 oue 
ct -rival, Lt (k = 0,1,°%2 ,1) C6. 5) 
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cs ” 称 为 Cotes 系数 , 它 只 与 和 nn 有关, 与 被 积 函 数 FCz) 以 及 积分 区 间 fa ,oO 都 无 关 。 根 据 
式 (6.5) 已 算出 Cotes 系数 表 ( 委 8), 见 表 6 - 工 。 
表 6-1 Cotes 系数 表 


357 7 751 
172 80 172 80 


— 454 40 104 96 — 928 588 8 
283 50 283 50 283 50 283 50 


当 n 给 定之 后 ,由 表 6 -1 和 式 (6.4) 即 可 得 到 Newton -Cotes 求 积 系数 A (k= 二 0,1,…， 
n) ,从 而 得 到 Newton ~ Cotes 求 积 公式 


| fndr ~ Saf (at hee) (6.6) 


n 


由 式 (6.3) 上 且 令 x=a 十 th ,可 得 到 求 积 公式 (6.6) 的 截断 误差 


加 4 orD (6) 和 
R 一 | GDN j= 


h™ [py) - . 
| 7/ ‘HL id (6,.7) 
其 中 f= 弛 a 十 th)€E (a,0)。 


定理 6.3 当 为 偶数 时 ,n 十 1 个 节点 的 Newton - Cotes 求 积 公式 的 代数 精度 至 少 是 
n 十 1。 

证 由 定理 6.1 可知 ,n 十 1 个 节点 的 Newton - Cotes 求 积 公 式 至 少 具有 nn 次 代数 精度 。 
下 面 只 须 证 明 , 当 为 偶数 并 且 f(r) 二 x 1! 时, 式 (6.7) 所 表示 的 截断 误差 R, 一 0。 

由 f(x)=x”! 得 Fr5Gz) 一 (2 十 1)1, 因 而 


R, = | G Dt md 


令 t=u 十 也 , 因 n 是 偶数 , 故 万 是 整数 ,于 是 有 
R, = pe (ze 二 二) 十 到 一 1) ut Dulu— 1 


CE 
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h™? ue — 1)(u 一 4)… 人 -五 )du 一 0 


证 毕 。 
下 面 根据 表 6 -1、 式 (6.4) 及 式 (6.6) 列 出 几 个 常用 的 Newton- Cotes 求 积 公式 。 
1. 梯形 公式 
一 ] 的 Newton - Cotes 求 积 公式 
| reopdz 好 so 上 AGO (6.8) 


称 为 梯形 公式 ,其 几何 意义 是 明显 的 。 
设 f(z) 在 区 间 [a,6j 上 有 二 阶 连续 导数 。 由 式 (6.7) 且 n==1,h 二 6b 一 a, 得 到 梯形 公式 (6. 8) 的 
截断 误差 


一 -一 3 1 
K) = | fF (Et 1)d 


其 中 &==&(a 十 th)E (a,b)。 设 la 十 th) 在 0 过 过] 上 连续 。 由 于 f(E(a 十 th)) 在 0 志 :/ 太 1 上 
连续 以 及 i(i 一 1) 在 区 间 0 二 1 过 1 内 不 变 号 , 故 根据 积分 中 值 定理 , 必 存 在 :1€ [0,1], 使 得 下 式 
成 立 : 


| 1)dt = f (é(a Fh) | ee 一 1) dt =— 人 2 
其 中 w== 放 a 十 th)E (a,b)。 因 此 ,梯形 公式 (6. 8) 的 截断 误差 为 
R; 一 一 fn, nE (a,b) (6. 9) 
从 式 (6.9) 看 出 ,梯形 公式 (6.8) 具 有 一 次 代数 精度 。 
2. Simpson 公式 
1 一 2 的 Newton - Cotes 7 
| F< fa) 4f (2 )+ (6) | (6. 10) 


称 为 sea( 于 症 生 ) 公 趟 ,又 加 其 多 线 公 式 其 几何 赴 义 也 是 明显 的 

如 果 (zc) 在 区 间 Le ,oj 上 有 三 阶 连续 导数 . 则 由 式 (6.7)(2 一 2) 可 表示 Simpson 公式 (6. 10) 
的 截断 误差 R 。 但 是 ,还 可 推出 更 便于 使 用 的 R, 表达 式 。 

设 f(x) 在 区 间 [La,6b5j 上 有 四 阶 连 续 导 数 。 根 据 定理 6. 3,Simpson 公式 (6. 10) 至 少 具 有 三 
次 代数 精度 。 因 此 ,只 要 把 f(x) 表示 为 某 个 三 次 插值 多 项 式 与 其 插值 公式 余 项 之 和 ,然后 再 
作 积 分 便 可 推出 Simpson 公式 (6. 10) 的 截断 误差 。 今 取 插 值 条 件 


0 7 


可 构造 出 fx) 的 三 次 Hermite 插值 多 项 式 p;(x), 并 且 由 定理 5. 3 可知 
机 CO ca) (7 一 十) 


fC) = p(n) + (x —b) 
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当 zEf[a,p] 时 ,ecz)E(a,o)。 由 上 式 , 得 
{4) 2 
rerdz—| pcdz =| f fr 一 a)(z 一 “人 ?) (x — bdx 


利用 Simpson 公式 (6. 10) 可 知 


| pac)dz = Fp 0) + dp (Fe )+ pd) |= 
“| f+ ) 上 + Fo | 
因而 有 
R, = 于 ?| Fe) +4 (2)+ Fo) |= 
0. fe se) Cx — dx 


其 中 = 二 E(x)E(a,6b)。 设 (x)EC[la,b], 则 由 于 太 (ECz)) 在 ac 委 z 委 0 上 连续 ， 
(z—a) (x -3 ) (x 一 b) 在 (a,b) 内 不 变 号 , 故 由 积分 中 值 定理 得 知 ,存在 7€ [a,6] 使 得 下 式 
成 立 ， 


ra PC) ) ) 0 “4 ) cz 一 5dz =— Of (用 (6. 11) 


其 中 w=&(7) E CD 
从 式 (6. 11) 看 出 ,Simpson 公式 (6. 10) 具 有 三 次 代数 精度 。 


3. Simpson 3/8 公式 
1 一 3 的 Newton - Cotes 人 
| Bf + )+ 3S )+ 6) | 
称 为 Simpson 3/8 公式 。 如 果 Au C7) 在 La,6] 上 连续 ， 则 此 求 积 公 式 的 截断 误差 为 


于 f(D nyE (Ca 


R,; 一 一 


4，Cotes 公式 
7 一 4 的 Newton-Cotes 求 积 公式 
| raoaz= 5 | 77(a ) + 32f +12/( +32f/( +7f(6) | 
称 为 Cotes 求 积 公式 。 如 果 Fe (xz) 在 [a,6] 上 连续 , 则 此 求 积 公式 的 截断 误差 为 


(i) “了 2 


4 一 (6) 
RK; 一 — Sf (7), WE (a,b) 
例 3 试 分 别 使 用 梯形 公式 和 Simpson 公式 计算 积分 | e# dz 的 近似 值 ,并 估计 截断 误 
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2—1 
2 


2 ] ] 
| ar~ (eei) = 2.1835 
1 


f(z) = er f(r) =— ie 


f(x) = ( 启 二 喜 ) 
max | f(r) |= ff (1) = 8.1548 
< 

截断 误差 估计 为 


| 天 |< 


TAN3 
(2 3 max | f(x) |= 0.6796 


用 Smpson 公式 计算 ,得 


2 
| ddr~ 2 


5 (e+ 4ers +ez)— 2.0263 
1 


1 


Cg _/i ,1 36 ,24\ 1 
7 (x) 一 ( 亦 十 天 十 关 十 符 


max | FY? (x) | = fFf2 0) = 198.43 


截断 误差 估计 为 
| 及 | 扫 a max | f°? (x) |= 0.068 90 
6.4 Newton - Cotes 求 积 公式 的 
收效 性 与 数值 稳定 性 
记 


1(f) = [fondz, 1,(f) = Da /f(a tke ss) 
其 中 "(k= 二 0,1,…,n) 是 Newton - Cotes 求 积 系数 。 今 考察 是 否 对 任何 在 [a,5] 上 可 积 的 函 
数 f(z) 都 有 

lim 1,.(f) = 1(7) 
这 是 求 积 公式 (6.6) 的 收敛 性 问题 。 


先 看 一 个 例子 ,f(x) = 一 于， [a,b] = [一 4,4], 此 时 有 
十 并 


I(f) = 2arctan 4 2 2.651 6 
1,( 了 /) 的 一 些 计算 结果 见 表 6 - 2。 表 6-2 工 (让 数值 表 
从 表 6 -2 看 出 , 当 m>ce 时 ,了 (六 不 收 
伍 于 T())。 这 个 例子 说 明 ,Newton - Cotes 
求 积 公 式 并 不 是 对 所 有 在 区 间 [a,5b] 上 可 积 的 
顷 数 都 收敛 。 
设计 算 f(x) 时 有 舍 人 误差 & = 二 f(x) 一 


f(r) 二 0,1,…,n), 并 设 对 任何 上 有 |s, | 二 es 
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(常数 ) , 则 计算 1, (有 时 ,由 6 引起 的 积累 误差 为 


思 一 六 一 到 COCF) 一 > Ne 


分 考察 当 n>oo 时 , || 是 否 有 界 ,这 是 求 积 公 式 (6.6) 的 数值 稳定 性 问题 。 由 
wl lS AM | 


ni 


可 知 , 如 果 对 任何 x,，》， | | 秋天 (常数 ), 则 求 积 公式 (6. 6) 就 具有 数值 稳定 性 。 但 是 ,理论 


k=0 
上 已 经 证 明 , 对 于 Newton - Cotes 求 积 系数 X”, 当 n 一 co 时 ，》， | 4” | 是 无 界 的 (证 明 见 文 
太一 站 


献 L13j 第 192 页 )。 因 此 ,Newton - Cotes 求 积 公式 (6. 6) 的 数值 稳定 性 是 没有 保证 的 。 
综 上 所 述 ,多 节点 的 Newton - Cotes 求 积 公式 不 宜 使 用 ,用 得 较 多 的 是 n= 二 1,2,4 的 


6.5 复 化 求 积 法 


前 面 已 经 论述 过 ,不 宜 使 用 多 节点 的 Newton - Cotes 求 积 公式 。 但 是 , 当 积 分 区 间 的 长 
度 较 大 时 , 少 节点 的 Newton - Cotes 求 积 公式 的 截断 误差 比较 大 。 为 了 提高 计算 积分 的 精确 
度 ,可 以 把 积分 区 间 分 为 若干 个 子 区 间 。 在 每 个 子 区 间 上 的 积分 使 用 少 节点 的 Newton - 
Cotes 求 积 公式 计算 ,然后 把 结果 相 加 ,这 就 是 复 化 求 积 法 ,所 得 的 求 积 公式 称 为 复 化 求 积 
公式 。 
6.5.1 复 化 梯形 公式 与 复 化 Simpson 公式 

设 f(x) 在 区 间 [a,6j 上 有 二 阶 连续 导数 , 取 等 距 节点 


ri 一 2 十 及 (k=0,1,,n) ho ia 


nN 


在 每 个 子 区 间 Lx4 ,zi1j 上 的 积分 使 用 梯形 公式 (6. 8) 及 其 截断 误差 式 (6. 9) ,得 
| fdr = [fz 二 fm)] 一 筷 / (ph) 
其 中 hE (ri,xi-1)。 于 是 有 
[WSEE - D1 /fond 一 和 Lf) 十 f(r)]— 和 于 7C 
略 去 上 式 右 端 第 二 个 和 式 , 并 经 整理 得 到 | 


6 人 一 上 
| fwdro [Ef + Fo 十 2 a+)] (6. 12) 
| £=] 
称 式 (6. 12) 为 复 化 梯形 公式 , 它 的 截断 误差 为 
h’ Cy 
RT =—1327 (nh )， nN EE (Tis Tel) 
因 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 故 存在 7E [a, 纪 ,使 
f "(7) _ DA 
二 0 
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因此 复 化 梯形 公式 (6. 12) 的 截断 误差 可 表示 为 


(0 一 a) ’ __b—a,?: / 
Ri —— f(D =— hf WD (6. 13) 


其 中 7E [La ,0 。 
如 果 f(x) 在 La,bj 上 有 2r 十 2 阶 连 续 导 数 , 则 复 化 梯形 公式 (6. 12) 的 截断 误差 还 可 表示 


为 
Rr = FEF) = fAODT FRE Ga) — fb) + + 
， B;, hE fen a) — f° 6)]— 
(2r)! 
B22 (OO— a4), (2ri2) pe2r2) 
Corio 万 f ( 7) (6.13)) 
其 中 nyE [a,bj4, 式 中 的 B; 是 Bernoulli( 伯 努 利 ) 数 ,其 前 几 个 数 是 
B, = 1， B = 一 元， B, = =， B, = 一 证 
_1 Bp 1 _5 p691 
B= 1 Bro 30 Br 66” Dr 3730 


对 一 切 7 之 3 的 奇数 B; 一 0。 公式 (6.13); 的 证 明 参 见 文献 [3 第 213 一 215 页 。 

利用 定 积分 定义 容易 证 明 ,只 要 函数 f(x) 在 区 间 [4.6] 上 可 积 , 则 当 w->oo 时 , 复 化 梯形 
公式 (6. 12) 右 端 ( 称 为 复 化 梯形 值 ) 收 全 于 积分 值 | / (x)dz 。 

此 外 , 求 积 公式 (6. 12) 的 求 积 系数 和 (k= 二 0,1,…,n) 总 满足 


y， | A; | 一 MA 一 0 一 < 

k=0 
因而 公式 (6. 12) 具 有 数值 稳定 性 。 

设 f(z) 在 区 间 [La,b] 上 有 四 阶 连 续 导 数 。 取 2m 十 1 个 等 距 节点 
Th 二 4 十 久 (和 =0,1e2m) 天 一 
在 子 区 间 [Lxs_， ;Xz2ij(i1 二 1,2,…,m) 上 的 积分 使 用 Simpson 公式 (6. 10) 及 其 截断 误差 (6. 11)， 
得 
| HGz)dz = SLfCzaa) + 4flze) + f(ze)]— 


h)” ea 
Sf Ch) WE Tas To) 


于 是 有 
' Sn (2h) a jo 
| f(x)az -一 2 Lf rare) 十 4f (Xx; 1) 十 (x2;) | 一 一 2 880 2 7 (7:) 
略 去 上 式 右 端 第 二 个 和 式 , 并 经 整理 得 到 
| f(x)dz A [f(a) | f(6) 42 Flr) 22 f(r) (6. 14) 


称 式 (6. 14) 为 复 化 Simpson 公式 。 因 f(x) 在 La.0] 上 连续 , 故 存在 7E [a.5j, 使 
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大 (7) _ fm) 
因此 , 复 化 Simpson 公式 (6. 14) 的 截断 误差 为 


(2h)° C4) (bp—a)’ (4) — 
Ks=— 73880 (7 2880m/ ‘7 
_b—a 4 Ad) 1 
0 hfV Nn), nnE Lab] (6. 15) 


利用 定 积分 定义 也 容易 证 明 , 只 要 函数 f(x) 在 区 间 [a,b5j 上 可 积 , 则 当 m->oo 时 , 复 化 
Simpson 公式 (6. 14) 右 端 ( 称 为 复 化 Simpson 值 收 全 于 积分 值 | f(x)dz 。 由 于 求 积 公式 
(6. 14) 的 求 积 系数 A.(k = 0,1,…,2m) 总 满足 

> | A |= 2mh = 6b—a 
因而 公式 (6. 14) 具 有 数值 稳定 性 。 

易 知 , 复 化 梯形 公式 (6. 12) 和 复 化 Smpson 公式 (6. 14) 都 不 属于 插值 型 求 积 公式 。 

例 4 用 11 个 节点 的 复 化 Simpson 公式 计算 积分 | e# dz 的 近似 值 ,并 估计 截断 误差 。 

解 ” ”光一 5,h==0. 1, 求 积 节点 为 

Ti =1+0O.lk (k=0,1,..,10) 
由 公式 (6. 14) ,得 


“1 0. 1 1 1 一 工 
| tax ~ (ee 十 4 之 en 十 2 之 en ) = 2. 020 077 
由 式 (6. 15) 得 截断 误差 估计 
| Rs | 去 和 0.1D4max | fodz) | 一 1) 198.43 = 0.000 11 
”IT 180 1 去 rs52 180 


由 此 可 知 ,2.020 07 作为 积分 | dz 的 近似 值 能 有 四 位 有 效 数字 


例 5 如 果 用 复 化 梯形 公式 计算 积分 | ed 的 近似 值 1, ,并 要 求 二 至 少 具 有 四 位 有 效 


数字 , 则 须 用 多 少 个 节点 的 复 化 梯形 公式 ?( 不 计 合 入 误差 ) 
解 由 


2 1 
ve<| edzr < e 
1 


可 知 该 积分 值 的 第 一 位 非 零 数 字 在 个 位 ,又 因 要 求 近似 值 1, 至 少 具 有 四 位 有 效 数字 ,所 以 了, 
的 截断 误差 R+ 应 满足 


| R1 | 志 0.0005 
由 式 (6. 13) 可 知 , 只 须 
(2—1) , 8.1548 
Tn Max | f (7) |= 3 < 0.0005 


nn 之 37 
所 以 ,至少 须 用 38 个 节点 的 复 化 梯形 公式 计算 。 
从 以 上 两 个 例子 可 看 出 ,为 达到 相同 的 精度 水 平 ,使 用 复 化 梯形 公式 所 需 的 计算 量 比 使 用 
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复 化 Simpson 公式 的 计算 量 大 。 
还 可 以 推出 其 他 复 化 Newton - Cotes 求 积 公 式 。 常 用 的 还 有 复 化 Cotes 公式 。 
定义 ” 设 复 化 求 积 公式 为 


1(f) = | fdz ~ S,(f) 
其 中 为 区 间 [a, 扫 的 等 分 数 , 且 对 任何 [a, 引 上 可 积 的 函数 /(z) 有 lim S, (了) 二 1(/)。 记 


/一 2 , 若 存在 常数 pp 之 1 和 c>>0, 使 对 任何 浆 有 


[IC SC(f) | eh? 
成 立 , 则 称 积分 近似 值 序列 {S, (了 )} 是 p 阶 收 敛 的 。 
由 式 (6. 13) 和 式 (6. 15) 可 知 , 若 f(x) 在 区 间 [a,6jJ 上 二 次 连续 可 微 , 则 它 的 复 化 梯形 值 序 
列 是 二 阶 收敛 的 ;着 f(x) 在 区 间 [a,6] 上 四 次 连续 可 微 , 则 它 的 复 化 Simpson 值 序列 是 四 阶 收 
钙 的 。 


6.5.2 区 间 逐 次 分 半 法 


使 用 复 化 求 积 公式 计算 积分 近似 值 , 节 点 数目 越 多 ,截断 误差 越 小 。 但 是 ,节点 多 计算 量 
就 大 。 如 果 想 要 利用 截断 误差 的 表达 式 预 先 确定 满足 精度 要 求 的 最 少 节点 数 , 那 么 ,困难 在 于 
寻找 被 积 薄 数 的 高 阶 导 数 在 区 间 [a,6] 上 的 界 , 解 决 上 述 矛 盾 的 一 个 有 效 方 法 是 让 节点 数目 从 
少 到 多 地 变化 , 即 让 步 长 可 变 。 

区 间 逐 次 分 半 法 就 是 根据 规定 的 精度 要 求 ,在 计算 过 程 中 把 积分 区 间 逐 次 分 半 ,并 利用 前 
后 两 次 计算 结果 之 差 来 判别 误差 的 大 小 ,从 而 得 到 满足 精度 要 求 的 积分 近似 值 。 下 面 针 对 复 
化 梯形 公式 讨论 区 间 逐 次 分 半 法 。 

用 T， 表示 积分 区 间 [a,b] 被 分 为 2 一 2"” 等 分 后 所 形成 的 复 化 梯形 值 ,这 时 步 长 h, = 
(一 a)/2”。 由 复 化 梯形 公式 (6. 12) 的 右 端 ,得 


2m—] 


Te = [f+ /0) +2 5 flat kh.))] 
1 


上 = 
月 2 ”一 : 
T = YL f(a) + f(6) t+22 fat+kh,) |= 
有 2 一 1 
部 [Fa) 十 CO) 十 2 > Fa 十 2 态 。) 十 
1 一 1 


onl 


22) flat (2i— Dh,) | 
利用 hi 三 2h 以 及 TT,_1 的 表达 式 , 由 上 式 可 得 下 列 递 推 公式 : 


T, = F<[f(a) + f(6)] 
om (6. 16) 
1 . 
T» = Tnitha flat C2i— Dh) (m= 1,2,.") 
7 一 下 


2 
由 弟 推 公式 (6. 16) 形 成 的 序列 {T。} 称 为 积分 区 间 逐 次 分 半 的 复 化 梯形 值 序列 。 根 据 6. 5. 1 
小 节 的 讨论 可 知 , 只 要 函数 f(z) 在 区 间 [a.56jJ 上 可 积 ,序列 {T,} 就 收敛 于 积分 1( 了 )。 
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由 截断 误差 表达 式 (6. 13) ,可 知 


了 (0 一 y 
I(f) 一 了 = Cn) m ELa,b] 
IC 一 To —— OT) fm), wp € [a,d] 

12 X 2 


当 m 较 大 时 ,了 (mp) 守 六 (mw), 由 此 可 推出 
IC(f TT, S(T _T,) 


因此 ,可 预先 给 定 T, 的 绝对 误差 限 e 汪 0, 当 满足 
工人 | 二 i 


时 停止 计算 ,并 认为 人工 ,天方 已 满足 精度 要 求 。 
对 Simpson 公式 ,也 可 以 进行 区 间 逐 次 分 半 而 得 到 复 化 Simpson 值 序 列 。 


6.6 Romberg 积分 法 


6.6.1 Richardson 外 推 技 术 


设 有 一 个 常数 FF* ,由 一 个 依赖 于 0 的 算法 F(4) 去 逼近 它 , 其 中 FF* 与 h 无关, 并 已 知 
F(h) 通 近 天 ”的 截断 误差 为 
F* — Fh) 一 aiRA ah t+ ah + 《6. 17) 
其 中 ax(R 一 1,2,…) 是 与 户 无 关 的 常数 , 且 
0 所 四 < 四 < bs 四 
式 (6.17) 说 明 ,F(h) 台 近 F" 的 精度 是 /2 级 的 ,或 说 是 pl 阶 的 。 现 在 提出 问题 ,能 否 利 用 
F (Ah) 构 造 出 一 个 新 的 算法 Fi (h), 使 Fi (4h) 逼近 F' 的 精度 比 p, 阶 更 高 ,例如 ps 阶 等 。 下面 
就 讨论 此 问题 。 
取 一 正 数 g,g 关 1 ,根据 式 (6. 17) 有 
F* — Fgh) = agh)™ a (gh)? + a (qh)r 
用 gq”!' 乘 式 (6.17) 两 端 ,得 
g5 [LF* — FCOh)] = gr (Cah + ashr? c+ 二 ahr 十 ……) 
将 上 述 两 式 相 减 ,得 
(1— gn)F’ —[F(gh)—g"F(h)]|= 
az (gq — qn)h®e 二 十 ai(q*% 一 gn)h 十 … 


或 得 
x Flgh)— og FR 4 人 gq gq* ~— gh A gh 
下 ”一 -一 二 一 二 一 一 一 AP 二 十 a hi 十 … 
1— — gn 1—w 
jh 十 … 十 CO 十 …… 《6. 18) 
其 中 
(1) di — qf! (1) q+ ~— gn 
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都 是 与 h 盛 关 的 常数 。 令 
Fl(gh) — g” F(h) 


F, (A) bp 
1 一 9 
那么 ,FA 远近 天 ”的 精度 已 提高 到 p: 阶 。 
类 似 地 , 令 
rp? 
Fh) 2 Pigh) — gr Fh) 
1 — g” 
则 FA) 通 近 无 ”的 精度 提高 到 ps 阶 。 
定义 FF, 为 
FF,(h) = FC(h) (6.19) 
F,(h) 一 fii(gh) — gs 一 2 7 (J 一 1,2,.…) 
z 1— gq” 


则 Fj; 以) 带 近 FF' 的 截断 误差 由 下 面 定 理 指 明 。 
定理 6.4 大 上 (Ap) 逼 近 瑟 "的 截断 误差 由 式 (6.17) 给 出 ,那么 ,由 式 (6. 19) 定 义 的 F(h) 
融 近 FF" 的 截断 误差 为 
下 —F(h) 一 GAO ah + 
其 中 ae”(k 之 j 十 1) 是 与 无关 的 常数 。 
证 用 归纳 法 证 明 。 当 j= 二 1 时 ,由 式 (6.19) 有 
F,(h) = Fo(gh) — gr Fo(h) 加 下 (gp ) — oa FC(h) 


] _ 9 六 ] 加 gf 
从 关系 式 (6. 18) 可 知 定理 结论 正确 。 假 定 j==r 一 1 时 定理 结论 正确 ,那么 有 
F* —F, (hh) = a Dht avi hm 十 ac 六 ra + (6. 20) 


其 中 ac “(k 之 7) 是 与 h 无 关 的 常数 。 用 gh 替代 上 式 中 的 有 ,得 
F*—F, (gh)=a, (gh)” +ar (qh) 十 aq (gh) ?rr 十 … 
用 gq* 乘 式 (6. 20) 两 边 所 得 的 式 子 与 上 式 相 减 , 并 除 以 (1 一 gq” ) 就 得 到 
F,_ (gh)— grF, (hh) 
1— gf 
其 中 ai”(k 之 r 十 1) 是 与 无 关 的 常数 。 由 于 


F,_ (gh)— orrF,(h) 
1 — gPr 


并 Cr 
F 一 -一 CQ hirt! 十 aw hem? 十 二 昌 归 


= F,(h) 
因而 当 j 一 7 时 定理 结论 也 正确 。 


证 毕 。 
式 (6.19) 被 称 为 Richardson( 李 查 还 ) 外 推 技 术 或 外 推算 法 。 实 际 上 ,这 种 外 推 技 术 是 由 
已 知 的 序列 
FCO(h), Flgh), Flgh), ~ 
通过 式 (6. 19) 产 生 第 二 个 序列 
F, Ch) ,FCgh) EGG 
又 通过 式 (6. 19) 产 生 第 三 个 序列 
F,(h) PFC) ,FE (gh), 
依 此 类 推 可 产生 第 四 、 第 五 等 很 多 个 序列 。 若 序列 {FC(g”"h)} 收 全 于 FF' ,并 且 是 p, 阶 收敛 的 ， 
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则 序列 {Fi (gq”"h)} 也 收 钙 于 F* ,并 且 是 ps 阶 收敛 的 ,序列 {F;(g”"h)) 是 ps 阶 收敛 的 , 依 此 
类 推 。 
Richardson 外 推 技术 的 计算 顺 育 可 按 表 6 - 3 所 示 执 行 , 表 中 的 个 ,GO ,… 表 示 计 算 顺 序 。 
表 6-3 Richardson 外 推 技 术 的 计算 顺序 
Fo(h) 
Folgh) @ Fi(h) 
Folgh) ©® Filgh) @ F,(h) 


Fo(qh) (全 F, (oh) (9) F» (gh) 人 DO Fi3(h) 


根据 表 6 -3 所 示 的 计算 顺序 ,Richardson 外 推 技 术 的 算法 如 下 ;: 
令 F,(h) = F(h) 
对 于 m= 二 1,2,… 计算 
(1) Fo(g”"h) = Flg™h) 
Fg h) ~— grF i(g™ hh) 


(2) F,(g™’h) 一 1 一 2 


(6.21) 


6.6.2 Romberg 积分 法 


由 递 推 公式 (6. 16) 形 成 的 复 化 梯形 值 序列 {T,} 虽 然 收 敛 于 积分 I( 了 ) ,但 它 只 是 二 阶 收 
敛 的 。 现 在 要 在 序列 (了 工 .的 基础 上 通过 Richardson 外 推 靶 术 产 生 新 的 序列 ,使 其 以 更 高 阶 的 
收 钙 速度 收 钙 于 积分 I(f)。 为 此 , 设 rz) 在 区 间 [La,o 上 足够 光滑 。 

把 T, 记 为 TW , 它 是 步 长 为 h, 二 (5 一 a)/2” 的 复 化 梯形 值 。 今 取 


= 也 h=b—a, Flgh)= Tr (m= 0,1,.) 


根据 复 化 梯形 公式 的 截断 误差 表达 式 (6. 13); ,有 
1 一 T= 十 azhi 十 十 ash** 十 … 
其 中 a (k=1,2,…) 是 与 A 无关 的 常数 。 
利用 Richardson 外 推算 法 (6. 21) ,得 到 如 下 的 求 积 方法 (内 产生 四 个 序列 {TY }),{ TW)， 
‘Tw $4 )): 


To 一 [f(a) + f(6)] 
对 于 m= 1 ,2 计算 


_6b—a 
(1) h,, = Dm 
] 2 一 1 
(2) Te = ZT th yfat (2i— Dh,) (6. 22) 


Ti 一 (3) TE 

(3) Ti2; = 二 
1 一 (5) 

4 了 一 了 


全 一 [一 1,2…,min(3,mm) 
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称 方法 (6. 22) 为 Romberg( 龙 贝 格 ) 积 分 法 。 它 的 计算 顺序 如 表 6 -4 所 示 。 
表 6-~-4 Romberg 积分 法 的 计算 顺序 


表 6-4 中 的 第 一 列 {1T” ) 就 是 复 化 梯形 值 序列 .是 二 阶 收 伍 的 。 由 于 第 一 列 收 和 敛 于 积分 
IC 六 ,因而 其 余 各 列 都 收敛 于 积分 (CPP) 。 第 二 列 {T9 ?是 四 阶 收敛 的 , 它 是 复 化 Simpson 值 序 
列 , 这 是 因为 
4T, -To 

3 
恰好 是 步 长 为 hm 一 《65 一 a)/2” 的 复 化 Smpson 值 。 第 三 列 (T2 ) 是 六 阶 收敛 的 , 称 为 
Cotes 值 序列 。 第 四 列 {T2" ) 是 八 阶 收敛 的 , 称 为 Romberg 值 序列 。 
Romberg 积分 法 是 一 个 迭代 过 程 ,控制 迭代 结束 的 准则 是 
1 了 2 — TY | 
ce 二 0 是 预先 给 定 的 精度 水 平 。 当 满足 准则 的 条 件 时 ,结束 迭代 ,当前 的 T%’ 就 是 所 求 的 积分 
T( 记 的 近似 值 。 


例 6 用 Romberg 积分 法 计算 积分 | e# dz 的 近似 值 ,要 求 1T2 一 TS IMTB TS10-:。 


{1) 
TT, = 


二 < 


解 ”在 算法 (6.22) 中 , 取 a=1,6=2, f(x)==e7 ,进行 迭代 ,迭代 情况 见 表 6 - 5。 
表 6-~5 例 6 计 算 结 果 


因 1T 和 一 TI/1T2 1<10-*, 故 得 
2 

| erdr 2 TY 一 2.020 058 665 
i 
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6.7 Gauss 型 求 积 公式 


6.7.1 一 般 理论 
设 要 计算 下 列 积 
| eC) fndz 
其 中 o(Cz) 是 区 间 (a,2) 上 的 权 函 数 。 
在 区 间 [a,6j 上 取 n 个 互 异 的 求 积 节点 x1 ,zs ,zy 可 形成 数值 求 积 公子 
| pC fn dr ~ PA) (6. 23) 


其 中 A;(i 二 1,2,…,n) 称 为 求 积 系数 , 且 与 鹃 数 f(zx) 无 关 。 

定义 ”如 果 求 积 公 式 (6.23) 当 f(x) 为 任何 次 数 不 高 于 m 的 多 项 式 时 都 成 为 等 式 , 而 当 
f(z) 为 菜 m 十 1 次 多 项 式 时 , 求 积 公式 (6. 23) 不 能 成 为 等 式 , 则 称 求 积 公式 (6. 23) 具 有 mm 次 
代数 精度 。 z 

以 求 积 节点 zi ,x ,… ,x 做 插值 节点 ,对 f (x) 进行 Lagrange 插值 ,并 设 f(z) 在 区 间 
[a,b] 上 有 7 阶 导 数 , 则 有 


f(r) = > Cr) Cr) + ,7) 
其 中 当 rEla,bl 时 ,£=é(x)E (a.6b), 并 HH 


WwW AX) = Cr TT (To XT,) 
一 x ww, (XT) . 
67) = | | 一 = 一 一 一 一 一 一 一 .2…， 
* Xi— (To Tw ,XT,) (1 1 7 ) 


由 此 得 到 插值 型 求 积 公式 (6. 23) ,其 中 求 积 系数 为 
pb 
A =| 一 全 人 dr (人 一 下 .27) (6. 24) 


a (Xx -一 Ti) Ww ,Xi) 


求 积 公式 (6. 23)、(6. 24) 的 截断 误差 为 
pn ”、 十 Cr) 
R= | pf Crdr — SAS Cr) = | pr)w, Cx) dr (6. 25) 


其 中 f=&(x)€ (a,b)。 

从 截断 误差 (6. 25) 看 出 ,无 论 互 异 的 求 积 节点 zi ,x:，… ,x, 在 [a,b] 内 如 何 选 取 , 求 积 公 
式 (6.23)、(6.24) 的 代数 精度 至 少 是 nn 一 1 次 ;反之 .车 求 积 公式 (6. 23) 的 代数 精度 达到 或 超过 
n 一 1] 次 , 则 它 的 求 积 系数 必然 为 式 (6. 24) 。 问 题 是 :能 和 否 选 取 适 当 的 节点 zi ,x;,，… ,7, ,使 该 
求 积 公式 的 代数 精度 提高 到 2 一 1 次 ? 由 于 从 2 一 1 到 22 一 1 提高 了 nn 次 .而 节点 的 选择 又 有 
n 个 日 由 度 , 所 以 , 求 积 公式 (6.23)、(6.24) 的 代数 精度 是 有 可 能 达到 2n 一 1 次 的 。 另 一 方面 ， 
不 存在 这 样 的 节点 x; Ela,6j(i 王 1,2,….n) 和 求 积 系数 A;(i 二 1,2,…,n) ,使 求 积 公式 (6. 23) 
的 代数 精度 达到 2n 次 。 事 实 上 ,只 要 今 


pT) 一 (并 一 二 (一 (一 并 
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其 中 互 蜡 的 Tn 在 [a ,bj 内 任 取 ,就 有 
| eC) gn) dz > 0 
但 对 任意 的 求 积 系数 A;(i 一 1,2,…,n), 恒 有 
> Adzn) 一 0 

可 见 , 求 积 公 式 (6. 23) 当 f(z) 为 2n 次 多 项 式 P(z) 时 不 可 能 成 为 等 式 。 

定义 如果) 个 节点 的 求 积 公式 (6. 23) 6. 24) 的 代数 精度 为 22 一 1 次, 则 称 它 为 Gauss 

n 个 节点 的 所 有 求 积 公式 中 ,具有 最 高 代数 精度 的 求 积 公式 是 Gauss 型 求 积 公式 。 

定理 6.5 设 {gi(x)(4 二 0,1,…)) 是 区 间 [a,6] 上 带 权 p(x) 的 正 交 多 项 式 系 , 则 求 积 公式 
(6.23)、(6. 24) 是 Gauss 型 求 积 公式 的 充分 必要 条 件 是 它 的 求 积 节点 是 次 正 交 多 项 式 
gz) 的 2 个 零点 Ti 一 1,2, ,72)。 

证 

必要 性 ”由 于 当 f(z) 是 任何 次 数 不 高 于 2n 一 1 的 多 项 式 时 , 求 积 公式 (6. 23) 成 为 等 式 ， 
所 以 对 任意 次 数 不 高 于 n 一 1 的 多 项 式 g(x) ,总 有 


pb EL 
| pCr) g(x), (x)dr 一 > ,Aig (xr) w, (zi) -一 0 
2 Ts 
根据 定理 5.6 以 及 正 交 多 项 式 的 唯一 性 ,可 知 
w, (x) = g(x) (6. 26) 


其 中 a, 是 g,(x) 的 x" 项 系数 。 因 此 , 求 积 公式 (6.23)、(6. 24) 的 求 积 节点 是 g, (xz) 的 零点 。 
充分 性 ” 设 求 积 公 式 (6. 23)、(6. 24) 的 求 积 节点 zi ,zs,… ,zx, 是 多 项 式 g, (x) 的 nn 个 零 
态 。 根 据 正 交 多 项 式 的 性 质 , 这 些 节点 必 互 异 , 生 全 都 在 区 间 (a,65) 内 。 任 取 次 数 不 高 于 2n 一 1 
的 多 项 式 p(x)， 则 p(x) 总 可 表示 为 
P(X) = g(r)w, (7T) rr) 
其 中 q(x) 和 r(x) 都 是 次 数 不 高 于 n 一 1 的 多 项 式 , 并 且 p(xz,) 王 r(x;) (i 一 1,2,…,n)。 于 是 有 


ob b pb 
| p(X)P(T) dX = | DCZJGCT)cu (XT) dr 二 | oz)rCz)dz 一 


1 f 
| pz)g(z)gs(zjdz 十 之 Ar) 汪 ,Ap (Xi) 


由 此 可 知 , 求 积 公式 (6, 23)、(6. 24) 是 Gauss 型 求 积 公式 。 
证 毕 。 
由 式 (6. 26) 可 知 ,Gauss 型 求 积 公式 (6. 23) (6. 24) 的 求 积 系数 可 表示 为 


五 


A; = PXI gn CT) dr (i= 1,2,..,n) (6. 27) 


a (Xo ZX)g 《Di ) 


定理 6.6 设 f(x) 在 区 间 [a,65] 上 有 2n 阶 连续 导数 , 则 Gauss 型 求 积 公式 (6. 23)、 
(6. 27) 的 截断 误差 为 
三) 


pb 
R= | (Xx) gpg’ (Xx) dr (6. 28) 
a (2n)1 人 ® 
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其 中 7E (a,p),a, 是 正 交 多 项 式 g, (zx) 的 最 高 次 项 系数 。 
证 ”以 求 积 节点 zi ,zz ,zw 为 插值 节点 ,可 作出 满足 插值 条 件 
Hyori) = flx), Haz) = f(r) (= 1,2,.,n) 
的 2n 一 1 次 Hermite 插值 多 项 式 日;,,_1 (x)。 根 据 定 理 5.3, 有 


fx) = Hy C7) 4 Lo (ry) (6. 29) 


(2n)1 
其 中 当 TELa,po 时 ,一 上 (六 ) 生 (cp) 。 
由 式 (6. 29) 可 得 


因 求 积 公 式 (6. 23) 6. 27) 是 Gauss ,型 的 ， 故 有 


| eC) Hai (x) dz = AH Cr) = Az) 
又 因 f(x)ECLa,6j] 以 及 p(x)wr(z) 在 (a,5) 上 不 变 号 ,根据 积分 中 值 定理 ,可 知 


f° (7) 
|e Cx) 大 证 wi Cx) dz 人 | oo (zydz = 
太一 | 
az 2 (on ) 1 p(xr)p’ (xr) dr, 7 和 (a,b) 


于 是 有 


f° 7 


(xX) gr (xr) dr, E€E (a,b) 
二 a g 7 


b n 
R= | p(n f(rdr— Af) = 
a 1=] 
证 毕 
定理 6.7 设 求 积 公式 (6. 23)、(6.24) 是 Gauss 型 求 积 公 式 , 则 它 的 求 积 系数 A; 满足 
(1) A., > Olz 一 1 2 ,71); 
2 站 

(2) > A; = | pl)dz, 
证 
(1) 令 


Pp (IT) 一 | | (x — zx),) (k= 1,2,.…,n) 
j=1 
7 天 上 


其 中 x;(i 二 1,2,…,n) 是 求 积 节点 。 由 于 94《Xx) 是 2n 一 2 次 多 项 式 , 故 有 
| ol) pndr 一 Dy Ap = ApiXi) (k= 1,2,.,n) 
因 P(x)gr(z) 在 (a,b) 内 非 负 且 不 恒 为 零 ， 故 
| pCz) pz) dr >0 (k= 1,2,..,n) 


又 因 wz) 二 0, 从 而 必 有 AAA, >>0 (k=1,2,. 7)。 
(2) 因 ”之 1, 故 任何 Gauss 型 求 积 公式 当 jz) 恒 为 常数 时 都 会 成 为 等 式 。 取 f(x) 寺 1， 
就 得 


百 好 
| pydx = >A 
1 一 1 
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证 毕 。 
根据 定理 6. 7 可 知 ,Gauss 型 求 积 公式 的 求 积 系数 满足 
> | A; | = | plz)dz (常数 ) 


故 Gauss 型 求 积 公式 具有 数值 稳定 性 。 
定理 6.8 设 求 积 公式 (6. 23) (6. 24) 是 Gauss 型 求 积 公式 。 若 函数 f(x) E€ ClLa,bj, 则 
机 


p 
lim > Ai:f (xi) = | p(x) fx) dr 
NH oC i=1 


证 因 f(x)ECfa,6b], 据 Weierstrass( 魏 尔 斯 托拉斯 ) 定 理 ( 参 阅 文献 [2j 第 159 页 ), 对 
任意 给 定 的 正 数 s, 必 存在 多 项 式 p(x)( 设 为 m 次 ) 满 足 不 等 式 


fz plz) |< | eczydz| ，ze ra 
记 
Q(f) 一 PAf a 
则 有 | 
| pz) f(z) dz — Qf) = | eC/(z) — p(x) jdz 十 


| pn pln) dr — QCp) + Q.p) — Qf) 
当 n > 于 于- 时 ,| p(x) p(x)dz — Q,(p) 一 0; 叉 因 A, 二 0, 故 有 
| Q.(p) — QCf) |< >A | p(s) — fC) | 
于 是 ,存在 N 之 2 一, 当 n>N 时 恒 有 
[oc fendr — QDI | pa) | f(z) — p(x) | dz 十 
DA, | px) — f(x;) | 


pb 一 ] rb 
$ [| ocz?dz | eC)dzrt+t 


万 | ecwdz| p37 一 


即 lim Q,(/) = | pz) fC) dz 成 立 。 
证 毕 。 
由 于 正 交 多 项 式 随 区 间 和 权 函 数 的 不 同 而 不 同 ,因此 有 不 同类 型 的 Gauss 型 求 积 公式 。 
理论 上 ,凡是 给 定 了 积分 区 间 [a;,b] 和 在 (Ce,2) 上 的 权 函 数 o(Cz), 并 给 定 节点 个 数 ”就 可 
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以 构造 形 如 式 (6. 23) 的 Gauss 型 求 积 公式 ,方法 如 下 。 
首先 求 出 在 [a,56] 上 带 权 p(x) 的 正 交 多 项 式 系 {gi(z)} 中 的 n 次 多 项 式 g,(Cz); 然 后 求 出 
方程 g,(z) ==0 的 n 个 根 工 1 ,zo，… ,zx, ,这 就 是 求 积 节点 ;最 后 按 公 式 (6. 27) 即 下 列 公式 


A; = [ew (II dr (Gi=1,2,.,n) 
求 出 求 积 系数 A;(i=1,2,…,n)。 也 可 根据 Gauss 型 求 积 公式 的 代数 精度 形成 一 个 关于 A, (i= 
1,2,…,n) 的 元 线性 方程 组 ,求解 此 方程 组 就 得 到 求 积 系数 A,(i 二 1,2,…,n)。 
例 7 试 构造 形 如 
| zf(z)dz A 2 Aif (xi) 


的 Gauss 型 求 积 公式 。 
解 在 5.5.1 小 节 已 求 出 在 区 间 [ 一 1, 1 上 带 权 p(x) 一 x 的 正 交 多 项 式 组 


po(X) = 1， gi(X) = 7X， g(x) = x 3, gz 一 如一 了 xz 


5 7 
由 方程 g:(z) 王 0 解 出 求 积 节点 


/ 5 |/ 
过 1 一 一 了 ， Zi 一 0， Za 一 冯 


计算 求 积 系数 
[2 (xr) (rr) 7 
A -| = Ci Cr rd ”25 
! (TX— Xi1)(XT— xr) 8 
A =| 2 Z 一 ZI 一 Ze 8 
1 (2Z; 一 X1) (xX, -一 x) 75 


1 
由 A 十 As 十 As = | zzdz= 全 得 到 


所 要 的 Gauss 型 求 积 公式 为 


| zz f(T) dr x 而 | 77( 一 /三 ) 二 0) 十 rz( | 


下 面 介绍 几 种 常用 的 Gauss 型 求 积 公式 。 
6.7.2 几 种 Gauss 型 求 积 公式 


1，Gauss - Legendre 求 积 公式 


给 定 权 函数 p(x) 夺 1 和 积分 区 间 [ 一 1,1j, 由 5.5 节 知 ,其 相应 的 正 交 多 项 式 是 Legendre 
多 项 式 
l 
2"n! 


取 了 ,(z) 的 零点 作 求 积 节点 所 形成 的 求 积 公式 
| fondr ~ DPA) «6. 30) 


L,(xX) = * fx — 1)"] 
dz 
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称 为 Gauss - Legendre 求 积 公式 ,其 中 


1 L, (x) a 
4 一 | 2 (ZX;) 人 
但 直接 由 上 式 计算 A; 很 困难 ,下 面 用 间接 的 方法 求 出 A, ,为 此 ,考察 积分 
人 LDL 


因 被 积 汶 数 是 2n 一 2 次 多 项 式 , 故 由 Gauss - Legendre 求 积 公式 (6. 30) ,有 
= DA ED -AL 


信 } — 
另 一 方面 ,按照 分 部 积分 法 , 令 二 -, 风 
;一 Li | fw 


u 是 次 数 小 于 nn 一 1 的 多 项 式 , 故 上 式 右 端的 积分 等 于 零 。 又 根据 Legendre 多 项 式 的 性 质 ， 
可 知 上 L:( 土 1)==1, 因 此 有 
1 l 2 
i i 1—x’ 
后 求 得 Gauss - Legendre 求 积 公式 (6. 30) 的 求 积 系数 为 


一 2 一 一 wes 
A, (1 — zx)[L', Cx) (1 一 人 1 ,2， ,71) 


(2n)1 


= ny 可 知 , Gauss - 


根据 式 (6. 28) 和 n 次 Legendre 多 项 式 的 最 高 次 项 系数 a, = 


Legendre 求 积 公 式 (6. 30) 的 截断 误差 为 


Fae] » _ ff" ) ， 22" (nt) , 2 
axr(272)1 Lr (Cr)dr (2n)1 TOM 1 27 十 1 


其 中 7 和 《一 1 9 1 ) 
Gauss - Legendre 求 积 公式 的 节点 x; 及 求 积 系数 A, 见 表 6 - 6。 
例 8 分 别 用 三 点 Simpson 公式 和 三 点 Gauss - Legendre 求 积 公式 计算 积分 
1 
| VX ldr 
-1 
解 ” 用 三 点 Smpson 公式 计算 ,得 
] 
| ww 十 1dzr > < (二 1 十 1] 十 4V0 二 1 二 Vi 二 1)= 二 1.804 737 854 
用 三 点 Gauss - Legendre 求 积 公式 计算 ,得 
| Vx+ ldr2e 0.555 555 555 6v— 0,774 596 669 2 十 1 十 


0. 888 888 888 9V0 十 1 十 

0.555 555 555 6w0.774 596 669 2 十 1] 一 

1. 892 725 829 
精确 值 为 1. 885 618 083。 可 见 , 在 节点 数 相 同 的 情况 下 ,用 Gauss 型 求 积 公 式 计 算 ,结果 的 精 
确 度 高 于 用 Newton - Cotes 求 积 公式 计算 。 
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,774 596 669 2 


0 


. 8861 136 311 6 
,339 981 043 6 
‘906 179 845 9 


). 538 469 310 1 


0 


.932 469 514 2 
.661 209 386 5 
.238 619 186 1 
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. 555 955 555 6 


‘888 888 888 9 
.347 854 845 1 
.652 145 154 9 
.236 926 885 1 
.478 628 670 5 
.568 888 888 9 
.171 324 492 4 
,360 761 573 0 


,467 913 934 6 


土 0. 


表 6-6 Gauss - Legendre 求 积 节点 和 求 积 系数 


949 107 912 3 


士 0.741 531 183 6 


土 0. 


405 845 151 4 


0 


. 960 289 856 5 
.796 666 477 4 
.525 532 409 9 
.183 434 642 5 
. 968 160 239 5 
.836 031 107 3 
.613 371 432 7 
.324 253 423 4 


0 


.129 484 966 2 
,279 705 391 5 
.381 830 050 5 
.417 959 183 7 
. 101 228 536 3 
,222 381 034 5 
.313 706 645 9 
.362 683 783 4 
. 081 274 388 4 
. 180 648 160 7 
.260 610 696 4 
.312 347 077 0 


.330 239 355 0 


如 果 积 分 区 间 是 La,6], 那 么 通过 变量 置换 


_a++b ,ob—a 
并 一 7 十 5 


就 可 以 使 用 Gauss - Legendre 求 积 公式 计算 积分 
| f(z)dx = ?4| (二 2 十 2 2 ]d: 


2 2 2 
例 9 用 四 点 Gauss - Legendre 求 积 公式 计算 积分 


2 
| edz 
解 ” 令 z= 却 (z 十 3), 则 
2 1 1 1 2 
| az = 去 | ersdt 
1 2J-_i 


记 gb 一 ers , 则 由 
P(t) 一 0 一 0.801 136 311 6) = 2.547 406 932 
pi) 一 0 一 0.339 981 043 6) 一 2.120 971 718 
p(t3) 一 (0.339 981 043 6) = 1.819 944 113 


Plt) 一 200.861 136 311 6) = 1. 678 637 128 


| 


2 1 
| dz ~ 寺 {0. 347 854 845 1[eoC ) 十 p11)] + 


0.652 145 154 9L 9g(#,) 十 2(6)]) 一 2.020 049 534 
2、Gauss -~ Laguerre 求 积 公式 


当权 哨 数 e(z) 一 se“ ,积分 区 间 为 L0,=e)? 时 , 取 区 间 [0,<e) 上 带 权 e(z) 一 e 的 2 次 正 交 
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多 项 式 


Laguerre 多 项 式 


U, (xX) = e” (xe) 
的 零点 作 求 积 节 点 所 形成 的 求 积 公式 
| fdz ~ DAf Cz) 


称 为 Gauss ~ Laguerre 求 积 公式 ,其 中 


人 U, (xz) 
A = | (TO— TU ,Cx;) 


用 类 似 于 Gauss - Legendre 求 积 公 式 的 间接 方法 ,可 求 出 


(n1)° . 
A = ZI 


根据 式 (6. 28) 和 nn 次 Laguerre 多 项 式 的 最 高 次 项 系数 a, = 二 (一 1)", 可 知 Gauss - 
Laguerre 求 积 公式 (6. 31) 的 截断 误差 为 


一 广 (7) ”72 _ (Cn!1)° C2n) 
R ear) ,Ee U(x)dzr CT (7) 


(6. 31) 


dz (1: = 1,2,",n) 


一 1 ,2,.. ,7) 


其 中 YE (0,coce) 。 
Gauss - Laguerre 求 积 公式 的 节点 x; 及 求 积 系数 A, 见 表 6 - 7。 
表 6-7 Gauss - Laguerre 求 积 节 点 和 求 积 系数 


0. 263 560 319 7 .521 755 610 6 


.5085 786 437 6 .853 553 390 6 1.413 403 059 1 .398 666 811 1 


.414 213 562 4 
,415 774 556 8 
.294 280 360 3 
,289 945 082 9 
,322 547 689 6 
.745 761 101 2 
.536 620 296 9 
.395 070 912 3 


,146 446 609 4 
,711 093 009 9 
.278 517 733 6 
:010 389 256 5 
, 603 154 104 3 
.357 418 692 4 
.038 887 908 5 


, 000 539 294 7 


3。Gauss - Hermite 求 积 公式 


.596 425 771 0 
.085 810 005 9 
.640 800 844 

.222 846 604 2 
.188 932 101 7 
.992 736 326 1 
.775 143 569 1 
.837 467 418 4 


,982 873 981 


当权 函数 PC(z) 一 e ,积分 区 间 为 (一 co,co) 时 ,得 求 积 公式 


正 交 多 项 式 一 一 Hermite 多 项 式 


| ef dr ~ DA Cz) 
一 i=1 
称 式 (6. 32) 为 Gauss - Hermite 求 积 公式 ,其 中 zx, 是 区 间 ( 一 oo ,co0) 上 带 权 p(xz)=e- 了 ”的 nn 次 


.075 942 449 7 
.003 611 758 7 
. 000 023 370 0 
.458 964 674 0 
.417 000 830 8 
.113 373 382 1 


.010 399 197 5 


. 000 261 017 2 


.000 000 898 5 


(6. 32) 
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dz” 
dx” 


H,(x) = (— 1)"e” (er ) 


的 零点 , 求 积 系数 为 


五 ,(Z) 2"1n Vn . 
-一 I nn 一 一 一 - 1 ,2,...， ) 
A | CTI (4 ” 


根据 式 (6. 28) 和 Hermite 多 项 式 日 , (xz) 的 最 高 次 项 系数 a, = 二 2", 可 知 Gauss - Hermite 
求 积 公式 (6. 32) 的 截断 误差 为 


= | -x £7?2 — nlVn (2n) 
R re H; (x)dz 到 (2 21 (7) 


其 中 7 和 (一 coyco) 。 
Gauss - Hermite 求 积 公式 的 节点 x; 及 求 积 系数 4A, 见 表 6 - 8。 
表 6-8 Ganss- Hermite 求 积 节点 和 求 积 系数 
.157 067 320 3 


.772 453 850 0 十]. 335 849 074 0 


.707 106 781 2 
.224 744 871 4 
0 

.650 680 123 9 
,524 647 623 3 
, 020 182 870 5 
.958 572 464 6 
0 


.350 604 973 7 


.886 226 925 5 
.295 408 975 2 
.181 635 900 6 
.081 312 835 5 
.804 914 090 0 
.019 953 242 1 
.393 619 323 2 
. 945 308 720 5 


.004 530 009 9 


土 0, 436 077 411 9 
十 2.651 961 356 8 
土 1,.673 551 628 8 
十 0. 816 287 882 9 


0 


士 2.930 637 420 3 


土 1.981 656 756 ?7 
士 1. 157 193 712 4 


十 0.381 186 990 2 


.724 629 595 2 

, 000 971 781 245 
. 054 515 582 82 
.425 607 252 6 
.810 264 617 6 
.000 199 604 07 
,017 077 983 01 
. 207 802 325 8 
.661 147 012 6 


4。Gauss -~ Chebyshev 求 积 公式 


当权 了 婧 数 p(x) = ;积分 区 间 为 [一 1,1], 得 求 积 公式 


1 
V1l—x’ 
1 
_8z) dr WA) (6. 33) 
| 1 V1—x > 
称 式 (6. 33) 为 Gauss - Chebyshev 求 积 公式 ,其 中 
2(72 一 2 十 1 


Xi COS 一 一 一 一 1,2, 7) 


2n 
是 nn 次 Chebyshev 多 项 式 
了 (Z) = cos (n arccos 工 ) 


的 零点 , 求 积 系数 为 
A. = Twdzr — 工 


-Vl—rx (rr)T, (zr) n 
根据 式 (6. 28) 和 Chebyshev 多 项 式 T, (xz) 的 最 高 次 项 系数 a 二 2"!, 可 知 Gauss - 


(1 -一 1,2,.….,7) 
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Chebyshev 求 积 公 式 (6. 33) 的 截断 误差 为 


fA"Df Tr (Zz) ex C2n) 
Ro D1 Fa 027 DT “7 


其 中 n€E(—1,1)., 


例 10 计算 积分 | ,LE dz ,其 中 f(z) 是 m 次 多 项 式 。 


解 ” 使 用 Gauss - Chebyshev 求 积 公式 (6. 33) 计 算 。 当 m 为 奇数 时 ,由 于 f(x) 的 m 十 1 
阶 导数 恒 为 零 ,所 以 在 式 (6. 和 中 到 "可 全 条 训 关 为 ,于 是 和 


7CZ) m2— 2i. 
"1 元 > > (eo et m 十 1 ") 


当 m 为 偶数 时 ,应 取 aa 此 时 得 


1 
f(r) 
| YX 一 也 a> 


例 11 计算 积分 | /了 + 所 dz 
一 1 一 并 
解 ” 选 用 n= 二 3 的 Gauss - Chebyshev 求 积 公式 (6. 33) 计 算 。 这 时 


X!1 一 COS rr 一 一 0.866 025 403 


rp = cos sx 一 0 


Xs 一 COS Er 一 0.866 025 403 


A, = 写 (i = 1,2,3) 


于 是 有 


1 
| dz 玉 本 (VS 十 二 V3 二 x V2 )= 4.368 939 556 


Gauss 型 求 积 公 式 使 用 少 节 点 可 得 高 精度 的 结果 ,是 其 明显 优点 。 例 如 ,计算 积分 
! dz 
[= 0 十 工 


它 的 精确 值 ( 取 八 位 有 效 数字 ) 为 
T = 0.693 147 18 
使 用 节点 数 为 129 的 复 化 Simpson 公式 计算 ,得 
Ts: 0.693 146 70 
使 用 节点 数 为 10 的 Gauss - Legendre 求 积 公式 计算 ,得 
I sx 0.693 147 10 
可 见 , 后 者 只 用 10 个 节点 所 得 结果 比 前 者 用 129 个 节点 所 得 结果 还 要 准确 。 
Gauss 型 求 积 公式 的 男 一 明显 优点 是 能 计算 许多 广义 积分 ,而 这 些 广义 积分 如 果 使 用 
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Newton - Cotes 求 积 公式 是 很 难处 理 的 。 
Gauss 型 求 积 公式 也 有 明显 的 缺点 ,就 是 节点 和 求 积 系数 需要 查 表 , 并 且 当 节点 数目 ” 增 
加 时 ,原来 的 节点 几乎 都 不 能 用 ,先前 计算 的 被 积 函 数值 不 能 重复 使 用 ,这 将 造成 不 必要 的 浪 
费 。 但 是 ,在 很 多 情况 下 ,由 于 Gauss 型 求 积 公 式 的 快速 收敛 性 ,上 述 的 低 效率 是 无 关 紧 要 
的 。 


6.8 二 重 积 分 的 数值 求 积 法 


这 里 只 介绍 一 种 数值 求 积 法 ,这 种 方法 是 把 二 重 积分 化 为 二 次 积分 ,然后 利用 定 积分 计算 
中 的 梯形 公式 或 者 Simpson 公式 计算 二 次 积分 ,从 而 计算 出 二 重 积 分 的 近似 值 。 


6.8.1 和 矩 形 域 上 的 二 重 积分 
设 有 二 重 积分 
1(f) = [jf Cz,y drady 


其 中 积分 域 为 矩形 域 卫 = {(zy)ja 和 z 委 0c 委 > 委 d) 。 工 门 可 以 化 为 二 次 积分 
ICP = | dy| f(r,y)dz 


1. 复 化 梯形 公式 
利用 梯形 公式 (6. 8) ,得 
| fry dr ~ [fay) + f(y)] 


— d a 
IC ~ 3 | farwdy t+) f 68dy |= 
PT fa + flard) + 
式 (6. 34) 称 为 计算 二 重 积分 所 亡 的 梯形 公式 。 
取 
ZX; 二 a 十 区 4 人 一 0 1 ,7) 上 = 2 一 4 
Pe 
d—c 


yi 二 Cc 二 Jt (7 = 0,1,..,n) ft 一 


天 
则 直线 族 +=z;(i 二 0,1,…,m) 和 直线 族 y 二 yj(j 二 0,1,…,n) 把 域 D 分 割 成 m Xn 个子 矩形 
域 
D; 一 { (x,y) | Ti TE Xi » Yi 和 >》 和 yl 
(i=0,1.,m—1;j=0,1,.,n—1) 
两 直线 族 的 交点 (zy ) (i 二 0,1 12;j 二 0,1,…,n) 称 为 求 积 节点 。 记 fi = 了 (zi,y;)，, 则 由 
梯形 公式 (6. 34) 可 得 
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m—] zl 


1(f) = SE dy 
m1 1 
下 Th 十 fiji fin,; + ffir) = DONf, 


其 中 
Aoo 汪 Aon 一 人 oo 一 人 nn 一 ] 


4 一 Mr 一 2 (i=1,2,.…,m—1) 
Ao; 一 Mm; 一 2 (J 一 1,2,.…,n— 1) 
A; 二 4 (一 12 7 一 1 7 一 1 2 一 ]) 


式 (6. 35) 称 为 计算 二 重 积分 I( 了 ) 的 复 化 梯形 公式 。 
2. 复 化 Simpson 公式 


利用 Simpson 公式 (6. 10) ,得 
2| fla,y) 二 4A(2 


,yy)+ 06,y) | 


ID ~ ss| | ra +4f (Fe,y)+ joy) Jdy ~ 


6 
O00 (fad 4 fb) + flard) + f(b,d) + 
(+ 和 A 竺 )] 
16f (<, <)| 
式 (6. 36) 称 为 计算 二 重 积分 I 有 的 Simpson 公子 
取 
六 十 大 (k=0,1,,2m) 大 一 人 
d—c 


yi 三 Cc 十 红 ({ = 0,1,' ,2n) 二 
2n 


得 求 积 节点 (zs yi 一 0 1 2 一 0, 1 ,2n) 以 及 子 矩 形 域 
D; 一 《GZyy) | Xz < 扫 工 X22 yy2 人 YR Y2j+2 } 
(一 0 1 ,mMm—1;)=0,1,..,n—1) 


利用 Simpson 公式 (6. 36) 得 
ml nl 


LA = > 2 由 ea a 


i 一 0 了 一 


h 
人 2 e205 3 + fa + faiaiws + 


f 2i+2,2j42 十 4 Cp, 十 fzin. 2j+4-2 十 f2i. 2j+1 十 


fzi.2, 2 1 ) 十 16 fo;11. 2j1j 二 ~ 一 外 > fs 


i=0 j=0 
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(6. 35) 


《6. 36) 


(6. 37) 


其 中 


Aoo = Ao.2n = Azm.o = Azm.2n = 1 

人 0 一 人 一 4 (= 1,3,,2m—1) 

Mu 一 My 一 4 (=1,3,.,2n—1) 

A; =4 (一 2,4,… 21 一 237 一 2 4 2 一 2) 

hn 一 和 一 2 (i=2,4,..,2m— 2) 

Mu 一 和 一 2 (j= 2,4,..…,2n— 2) 

A; =8 GG=1,3,.,2m—1;j = 2,4,..,2n— 2) 

i; =8 (i=2,4,.,2m—2;j = 1,3,.,2n— 1) 

A; =16 (人 一 1;3 21 一 1 一 1,3, ,2 一 1) 
式 (6.37) 称 为 计算 二 重 积 分 工 亡 的 复 化 Simpson 公式 。 


6.8.2 一 般 区 域 上 的 二 重 积 


设 I)= || rr,y?dzdy 的 积分 区 域 D 为 


D 


站 


D= {(rx,y) | zz) 和 yy 和 DCZ)Q SS 工 二 0) 
其 中 xz),oCz) 都 是 区 间 [a ,0 上 的 连续 玉 数 。 作 和 抢 形 尺 =((Czy)1a 委 zz 委 bc 委 y 委 d) ,使 得 
DCR( 见 图 6- 1)。 


y y= v(x) 


图 6-1 算 形 域 RR 包 含 着 积分 区 域 DD 


从 


f(xX,Yy), (XI,y) ED 


FC 3 ) 一 
“7 嘱 (zy) € R\D 


则 由 公式 (6. 37) 得 


pz 2m 2n 
I(f) = ||p cr, ydrdy A 9 Fs 


f (Xi yj;), ux;) < yy < UCL) 


其 中 5 全 其 他 
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习 题 


1. 记 KPD = | f(z)dz , 求 下 列 求 积 公式 的 代数 精度 ， 
(1) I(f) 之 3[f(~— 1) 十 f(0) + f01)]; 


(2) I(f) NS 地 [7 一 1) + 4f(0) 十 f(1)], 

2 给 定 求 积 公式 
2 
| fwdr oh fh) tA + hh) 
一 2 


其 中 二 0, 试 确定 Mi yz 使 此 求 积 公式 的 代数 精度 尽量 高 。 
3. 试 确定 求 积 节点 zo ,zi ,使 求 积 公式 


| rmdz a f(z0) + fz) 
具有 尽 可 能 高 的 代数 精度 。 
4. 试 以 z 二 一 hz 二 0,zs 一 h(0<<h<1) 为 求 积 节点 ,推出 计算 积分 | f(z)dz 的 插值 


型 求 积 公式 及 其 截断 误差 ;并 确定 4 的 值 ,使 此 求 积 公式 具有 尽 可 能 高 的 代数 精度 。 

5. 试 证 : n 十 1 个 节点 的 求 积 公式 如 果 具 有 n 次 或 大 于 次 的 代数 精度 , 则 它 是 插值 型 求 
积 公式 。 

6. 试 推出 下 列 两 个 求 积 公式 的 截断 误差 表达 式 , 并 判断 其 代数 精度 : 


pb» 
(1) | fw dr ~ -arco， 
Ea] 
(2) | f(ar ~ -af (ee) . 


7 试 以 mn 一 0,zi 一 ,zs 一 24 为 求 积 节点 ,推出 计算 积分 | f(z)dz 的 插值 型 求 积 公式 ， 
并 利用 f(z) 的 Taylor 级 数 展开 式 证 明 此 求 积 公式 的 截断 误差 为 
R= hf ”C0) 十 Os) 


8， 坛 分 别 用 一 6 的 复 化 梯形 公式 和 mm 一 3 的 复 化 Simpson 公式 计算 积分 | Sdz 的 近 
似 值 ,并 间 : 所 得 的 近似 值 至 少 有 几 位 有 效 数字 ? 
9. 若 用 十 1 个 节点 的 复 化 梯形 公式 计算 积分 | oe” dx 的 近似 值 , 则 ” 取 何 值 时 能 保证 


计算 结果 有 四 位 有 效 数 字 ( 假 定 计 算 过 程 无 舍 和 人 误差 )? 
10. 设 了 是 2” 十 1 个 节点 的 复 化 梯形 值 , 试 证 ， 
so _ 47 一 工 
™ 3 


就 是 2” 十 1 个 节点 的 复 化 Simpson 值 。 
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11. 试用 区 间 逐 次 分 半 的 复 化 梯形 公式 计算 积分 | e-” dz 的 近似 值 Tu ,要求 |T, 一 了 ,1 |/ 
IT, |<107, 

12. 试用 Romberg 积分 法 计算 积分 | edz 的 近似 值 了 ,要求 |T8 一 TP IITP 1< 
10 。 

13. 试 叙 述 ”之 2 的 复 化 梯形 公式 和 m 宇 2 的 复 化 Smpson 公式 都 不 是 插值 型 求 积 公式 


的 理由 。 
14. 下 列 求 积 公式 中 , 哪 一 个 属于 Gauss 型 求 积 公 式 


(D | fondz ~ Tf D440) + FD 


(2) | fendr a LCSfCVO 0) + 8f60) + Sf 0) 


2 ] 1 
Tdr 站- 1 一 一 ”一 
(3) | f lr)d /( 启 +/(I 二 万 】 。 
15. 利用 nn 二 4 的 Gauss 一 Legendre 求 积 公式 计算 下 列 积分 : 


1 dz | 2 | e 
(| Ta (2)| edz; (3)| Sdz. 
16. 利用 ”=4 的 Gauss - Laguerre 求 积 公式 计算 下 列 积分 ， 

-> i ~ _ dz 
GD | er Vedz, (2) | er dz 3) | Tz 。 
17. 利用 n 二 5 的 Gauss - Hermite 求 积 公式 计算 下 列 积分 ， 
(1) | Ee Vli+zdz; (2) | e* coszdz 。 


18. 利用 nn 二 4 的 Gauss - Chebyshev 求 积 公式 计算 下 列 积分 : 
1 7 
0 | Via 


1 
(2) ai 一 | E ez2dz (j 一 0,1,2)。 


-LA 一 全 
其 中 Ti(Cz) 是 7 次 Chebyshev 多 项 式 。 
19. 试 确定 A ,4: ,zzz ,使 下 列 求 积 公式 成 为 Gauss 型 求 积 公式 ， 


1】 
G) | Acez)m 二 dz a ArCz) + As f(zs); 


(2) , 记 TGodzsA 1f (X71) + A, f(r)s 


20. 证 明 求 积 公 导 
| 全 fr) dr ~ Ff /2)+ 4f(0) 十 HA( 三) | 
具有 5 次 代数 精度 。 
21. 选择 一 种 Gauss 型 求 积 公式 计算 积分 | sin 上 dz， 
22， 试 根据 范 数 u 王 f(x,y) 的 数 表 
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使 用 复 化 梯形 公式 (6. 35) 计 算 二 重 积分 | | (z,y)dzdy, 其 中 D= {(z,y) 10<z<2,1<y< 
1.6}。, 
23. 试用 步 长 h= 二 + 二 0.5 的 复 化 Simpson 公式 (6. 37) 计 算 二 重 积 分 | ec dzdy, 其 中 


D=((z,y) 10 委 zz 委 3,0 委 7 魏 7Z) 


第 7 章 ” 常 微分 方程 初 值 
问题 的 数值 解法 


7.1 一 般 概 念 


设 有 常 微分 方程 初 值 问题 
y = flt,y), to tT (7.1) 
| y(to) = yo (7. 2) 
设 函 数 f(t,y) 在 区 域 
Du = {ty Nt SiRT,|Iy|< %) 
内 连续 且 对 变量 > 满足 Lipschitz( 李 普 希 兹 ) 条 件 , 即 存在 常数 工 , 对 D。 内 的 任何 两 点 (i,ul) 
和 (zz ) ,不 等 式 
flu) — ftsu) | SLI 一 ze | 
成 立 ,因而 初 值 问题 (7.1)、(7. 2) 的 解 y(?) 存 在 且 唯 一 。 为 了 今后 的 需要 ,还 设 解 y(t) 在 区 间 
[am ,T] 上 足够 光滑 ,因而 设 f(1,y) 在 区 域 D, 内 也 足够 光滑 。 : 
如 果 方 程 (7.1) 是 一 些 特殊 的 微分 方程 (例如 线性 方程 .可 分 离 变量 方程 等 ), 则 可 通过 解 
析 方 法 求 出 它 的 通 解 ,再 根据 初始 条 件 (7. 2 确定 通 解 中 的 任意 常数 ,就 得 到 初 值 问题 (7. 1)、 
(7.2) 的 解 yb 的 解析 表达 式 。 然 而 在 实际 问题 和 科学 研究 中 所 遇 到 的 微分 方程 往往 很 复 
杂 ,很 多 情况 下 不 可 能 求 出 它 的 解析 解 。 有 时 候 即 使 能 求 出 解析 解 ,也 会 由 于 很 难 从 解析 解 中 
计算 函数 y(2) 的 值 而 不 实用 。 例 如 ,容易 求 出 初 值 问题 
y 二 1— ycost,，0 达 1 过 TT 
y(0)=0 
的 解 为 


y(t) _ | esnz 人 六 
己 


但 是 ,对 给 定 的 1, 要 计算 y(2) 的 值 还 要 用 数值 积分 的 方法 。 

鉴于 上 述 的 情况 ,研究 初 值 问 题 (7. 1)、(7.2) 的 数值 解法 就 十 分 必要 了 。 

给 定 步 长 产 >0, 取 节点 

1 =to+nh (n=0,1,,M) 

其 中 如 ur 委 工 。 要 求 通过 数值 计算 的 方法 求 出 问题 (7.1) (7.2) 的 解 y(2) 在 各 个 市 点 i 处 的 近 
似 值 y; 守 y(t,) (n= 二 1,2,…,M)。 所 用 的 数值 计算 方法 就 称 为 初 值 问题 (7. 1) (7. 2) 的 数值 
解法 ,所 求 出 的 近似 解 y; (n= 二 1,2,…,M) 称 为 初 值 问 题 (7. 1)、(7.2) 的 数值 解 。 

初 值 问题 (7. 1) (7. 2) 的 数值 解法 的 一 般 形 式 是 

Fl yr ya Yah) 一 0 (一 0 1 M 一 有 ) (7. 3) 

其 中 & 是 一 正 整 数 , 图 数 下 与 图 数 上 有 关 。 方 程 (7. 3) 称 为 关于 wy,y，…yw 的 差分 方程 。 
数值 解法 的 实质 是 用 关于 y ,yi1，…' ,ym 的 差分 方程 (7. 3) 近 似 代 蔡 原 微分 方程 (7. 1) ,并且 从 
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olI9 Vel 出 发 ,从 差分 方程 (7. 3) 中 依次 逐个 解 出 Dk Vetl? … ,ymM， 从 而 得 到 初 值 问 题 
(7.1) (7.2) 的 数值 解 。 
和 若 & 王 1, 则 数值 解法 (7. 3) 成 为 
Fr 一 0 (n=0,1,.…,M—1) (7. 4) 
称 数值 解法 (7. 4) 为 单 步 法 。 
者 & 之 2, 则 数值 解法 (7. 3) 统 称 为 多 步 法 ,或 具体 称 为 & 步 法 。 
硅 差 分 方程 (7. 3) 能 表示 为 y,ii 是 二 yyy yntis ,yn+k-1oh 的 显 函 数 , 即 
Yate = Gos Var Yetie Veith) (n=0,1,..,M—&k) (7.5) 
则 称 数值 解法 (7. 5) 为 显 式 方法 ;否则 , 称 数值 解法 (7.3) 为 隐 式 方法 。 
定义 ” 设 y(?) 是 初 值 问 题 (7.1)、(7.2) 的 解 ,yi,y:，… ,yx 是 由 数值 解法 (7. 3) 解 出 的 初 
值 问题 (7. 1)、(7. 2) 的 数值 解 , 则 称 误差 
ss 一 y(ti) 一 yn 


为 数值 解法 (7. 3) 在 节点 乌 处 的 整体 截断 误差 。 


7.2 显 式 单 步 法 


7.2.1 显 式 单 步 法 的 一 般 形 式 
显 式 单 步 法 的 一 般 形式 是 


Yl = yr heoltisy oh) (n=0,1,.%…,M—1) (7.6) 
其 中 函数 p(t,y,h) 与 孙 数 上 有 关 ,并 称 为 增 量 函数 。 函 数值 g(z, ,y,,h) 有 明显 的 几何 意义 。 
把 单 步 法 (7.6) 在 点 ;1 处 的 整体 截断 误差 8,1; 表达 成 


En 一 ytrl) 一 yl 一 
y(t) — y(t) Om— hot y(t,),h) 十 
Yai) Oo— ya hg Yt) A) 一 PC yy sh) 《7. 7) 
由 此 产生 单 步 法 (7. 6) 的 局 部 截断 误差 概念 。 
定义 ” 设 y( 刀 是 初 值 问题 (7.1) 7.2) 的 解 , 则 称 
Ri 一 yCt) OO— y(t) holt, ,y(t,),h) (7.8) 
为 单 步 法 (7.6) 在 点 t+ 处 的 局 部 截断 误差 。 
定理 7.1 设 增 量 函 数 p(t,y,h) 在 区 域 
D= {yh) to CT, |y| < 0,0 hh) 
内 对 变量 y 满足 Lipschitz 条 件 , 即 存在 常数 天 ,使 对 DD 内 任何 两 点 (t,w ,有 ) 和 (1,ws ,hh) ,不 等 式 
| Pt hh) — Plsh) |SAKIw — wu | 
成 立 ,那么 , 若 单 步 法 (7.6) 的 局 部 截断 误差 R, :与 h?"!'(p 之 1) 同 阶 , 即 


Rl 一 OCR ) 
则 单 步 法 (7. 6) 的 整体 截断 误差 s-: 与 h? 同 阶 , 即 有 
< 1 一 OCh?) 


证 由 式 (7.7), 有 
| en | 过 |R,, 十 | y(£,) VY |+h|pt, y(t) ,hh) 一 pt, 9 VY ,hh) | < 委 
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| Ra | 十 |e | (1 十 PK) 过 
[Ron |+ |R | OFAR)+ Ie | +hK)’ … 云 
SR | C+ AK): + |e | (1+hK)"™ 
=0 
记 R = max | 及 ,| ,并 注意 到 6 一 0, 就 有 


en lS RO QTAR) = LQ +tAK)™ 1]< 
k=—0 


KK CntFDAKR 了 工 | (Tt K 
je 1) 过 FOR )(e 1) = OCR) 


由 此 可 知 ,Er 可 表示 为 
Entl 一 CGO)RA2 十 OCR) 

证 毕 。 

由 定理 7. 1 可 知 , 局 部 截断 误差 关于 步 长 h 的 阶 的 高 低 可 说 明 单 步 法 (7.6) 的 精度 高 低 。 
因此 ,可 以 从 提高 局 部 截断 误差 关于 步 长 h 的 阶 和 人 手 去 构造 精度 较 高 的 数值 解法 。 

定义 ”车 单 步 法 (7.6) 的 局 部 截断 误差 (7. 8) 与 h?+1(p 为 正 整 数 ) 同 阶 , 即 

R,1 = OChr!) : 

则 称 单 步 法 (7. 6) 是 p 阶 方法 。 


7.2.2 Runge ~ Kutta 方法 
求解 初 值 问 题 (7.1)、(7. 2) 的 显 式 单 步 法 


N 
yl 一 yan 十 hh > cik; 
1 一 


ki -一 f(t,»Y,) 
1 
k; = f(ttah,yr th > bk;) (1 = 2,3,°",N) (7.9) 
j=1 
i—1 
UU; — b; (1 = 2,3,.**,IN) 
j=1 


(nn 一 0,1,.… ,MCD— 1) 
称 为 显 式 Runge - Kutta( 龙 格 - 库 塔 ) 方 法 ,简称 R-K 方 法 ,其 中 正 整 数 NN 称 为 R-K 方 法 的 
级 ,所 有 ci ,ai,b; 都 是 待定 常数 。 
根据 定义 (7. 8),N 级 RK 方法 (7.9) 的 局 部 截断 误差 为 


N 
Rai = y(t) ~— yt) — hy ck, (7. 10) 
i 一 1 


其 中 ki ,ks;，… ,kn 中 的 ys, 都 换 成 y(t,)。 如 果 系 数 ci，,aib; 能 使 局 部 截断 误差 (7. 10) 与 he 
同 阶 , 则 相应 的 NN 级 R-K 方 法 就 是 p 阶 方法 。 一 般 希 望 ,在 NN 确定 的 情况 下 ,选择 一 组 系数 
cioaisbj ,使 阶 数 p 达到 最 高 。 
一 级 R -KK 方法 的 形式 为 
yu = Ya herf ts, Yn) (7.11) 
利用 y(ti+i) 在 坟 处 的 Taylor 展开 式 
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yl ) = y+ hy Cb) +t 二 (7. 12) 


可 知 ,方法 (7. 11) 的 局 部 截断 误差 为 
Ry = yf) — yt) — chf ts yi)) = yt) — yt) — chy (t,) = 


(1 ci)hy’ CD) 十 37 ) 十 


由 此 看 出 ,只 有 当 c=1 时 ,方法 (7.11) 取 得 最 高 阶 一 一 一 阶 , 所 得 的 一 级 一 阶 RK 方法 为 
Nail TE Yn 十 hf(t,, yn) (7, 13) 
方法 (7. 13) 又 称 为 Euler 法 , 它 的 局 部 截断 误差 为 


Rs = TY,) 十 OA) 


其 中 与 y(z,) 称 为 局 部 截断 误差 的 主 项 ， 
二 级 R-K 方 法 的 形式 为 
yal = Yi 二 hick csk,) 
ki = fts, yn) (7. 14) 
有 = ft, ah, y, + ashk) 
因 f(t ,y(t,)) 二 y(t,), 故 方法 (7.14) 的 局 部 截断 误差 为 
R, = ya) yf) chy (1) — cohf t,t ash, y(t,) dahy’ (t,)) (7.15) 
由 二 元 男 数 f 在 点 (t; ,y(t,)) 处 的 Taylor 展开 式 , 可 得 
fts azhy yts) Hahy 有))》 = fois y(t)) tahf st azhy’ C(t,) f+ 


Lad ft Za hy’ C1) fo + adh? yt,) fo J OC) (7. 16) 
其 中 户 , 庆 太太 ,及 均 在 点 (yy( 坊 )) 处 取 值 。 把 式 (7. 12) 和 式 (7. 16) 代 入 式 (7. 15) .并 注 
意 到 
yD) = fy0)), y= f+ fy’ (1) 
yD) = fi42fy + FY) + fy 0) 


可 得 
Ri = (一 和 一 cj (+ (Fa hy) + 
( 言 一 于 age hy) + Fadch ye) f+ OGA (7. 17) 
6 7 :cz yy 《zt 十 Fa2c2 y (已 ) 人 十 。 
令 
1 一 ci 一 cs = 一 0 
] (7. 18) 
太一 azcz 二 0 


则 as 关 0,cs 关 0, 因 而 由 式 (7.17) 可 看 出 ,二 级 R-K 方 法 (7. 14) 能 达到 的 最 高 阶 数 是 二 阶 , 并 
且 凡 是 满足 条 件 (7. 18) 的 系数 as ,cl ,cs 都 能 使 相应 的 二 级 R~K 方 法 (7.14) 成 为 二 阶 方法 。 
由 式 (7. 18) 可 知 , 二 级 二 阶 R -KK 方法 的 局 部 截断 误差 为 

1 


/i G2\,3% G2 ,3 / 1 
R,, = (5 2 |h Y(t RY ) fH OR') 
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式 (7. 18) 是 三 个 未 知 数 .二 个 方程 的 方程 组 ,可 以 有 多 组 不 同 的 解 ,将 其 解 代 回 式 (7. 14) 
就 构成 不 同 的 二 级 二 阶 R- 开 方法 。 
下 面 是 常用 的 三 种 二 级 二 阶 RK 方法 。 


取 ci 一 co 一 也 ,az 一 1, 式 (7 14) 成 为 


yn = yy, 十 多 (h 十 已 ) 


kh, = fi.sy,) (7. 19) 
Rz = 太刀 十 六 yn hk) 
方法 (7. 19) 又 称 为 改进 的 Euler 法 。 
取 ci 一 0,cs 一 1,4s 一 二 , 则 式 (7.14) 成 为 
yn 一 Yn 二 hk, 
ki = f(t,,y,) (7. 20) 
1 1 
ks = f (十 室 h'yr 十 友 hki ) 
式 (7.20) 又 称 为 中 点 公式 。 
取 c= 子 ,co 二子 ;44 一 记 , 则 式 (7. 14) 成 为 
| 一 Vr 十 全 十 3R，) 
ki = flt,y yn) (7.21) 


ks 二 f(s 十 印 hsy 十 了 Ai ) 


式 (7. 21) 又 称 为 Heun( 休 恩 ) 方 法 。 
三 级 R- KK 方法 的 形式 是 

Yrtl 一 Yr 二 hlciki cok + csks) 
Ri = f(t,, Yn) (7. 22) 
k, = flt, ash,y, tt hbki) 
ks = fts ash,y, th(bsk + bs ks)) 

完全 仿照 前 述 的 方法 可 推出 三 级 R-K 方 法 能 达到 的 最 高 阶 是 三 阶 , 并 且 凡 是 满足 条 件 

cl 十 co 十 c3 二 1 


czQ2 十 Cc34a 一 


(7.23) 


2 
2 2 1 
Cc2Q2 十 csa3 二 一 
3 
1 
cs3azb32 = 6 


a = bi 


dd3 一 bs 十 D32 
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的 系数 cl ,cs ,cs ,as Oo » a3 » bal ,ps 都 能 使 相应 的 三 级 R -下 方法 (7. 22) 成 为 三 阶 方法 。 方 程 
组 (7.23) 含 八 个 未 知 数 .六 个 方程 。 可 有 多 组 不 同 的 解 ,因而 有 多 种 三 级 三 阶 R -天 方法 。 

下 面 是 两 种 具体 的 三 级 三 阶 R-K 方 法 。 

Heun 三 阶 方法 : 


Hl 一 Vn 十 全 Ch 十 3&;) 
ki = f(t,, yn) 


k; = f(s 十 工 jy 十 工大 ， 


(7.24) 
3 十 襄 外 


hh 二 (总 十 本 is 十 王 大 | 


Kutta 三 阶 方法 : 
yo 一 多 十 二 (让 十 4s 十 ks) 
ki 一 大 » yy) 
] 
k, = f(s 十 三 yn 十 这 然 ， ) 
ks 一 ft, 十 hy — hk 十 Zhk,) 
四 级 R - K 方法 的 形式 为 
Yntl = Ya 二 hciki ck tcaks 十 ci 有 Ri) 
kl 一 fl » Yn ) 
k2 = f(t azh,y; t+ hoOrki) (7.26) 
ks = flti tash,y, hbak + bk,)) 
k, = f(t, 二 ah,y, 十 h(biki bak; + bs ks)) 


(7.25) 


经 过 头 似 上 述 的 方法 可 以 证 明 , 四 级 -天 方法 (7. 26) 能 达到 的 最 高 阶 是 四 阶 ,并 且 可 以 构造 
多 种 四 级 四 阶 R -KK 方法 ,其 中 最 经 常 使 用 的 是 经 典 R-K 方法 : 


ya = Yy, 十 羡 ( + 2k, + 2ks 十 及 ) 


ki = 一 大 (yi) 
Rz = f(t 十 豆 h'ys 十 去 hk ) (7.27) 


k= f (十 喜 hsyr 十 吝 hkz) 


k, = f(t 二 hh,y, 二 hk,) 


下 面 的 四 级 四 阶 R ~ KK 方法 被 称 为 Gill( 基 尔 ) 方 法 : 


Yr = yn 十 名 [& 十 (2 一 VD)ks 十 (2 十 V2)A + ka | 
ki = f(t,,Y,) 


1 1 
== n —h， ) —jk 
A 2% |] (7. 28) 


ty = f(t diy th + ( — 2)ak ) 


k, = f (nt hy hk 十 (1+ 之 )nt, 
前 面 已 看 到 ,NN 级 R-K 方 法 在 NN 二 1,2,3,4 时 ,可 分 别 得 到 最 高 阶 数 一 ,二 三 、 四 阶 , 但 


是 ,通常 N 级 R-K 方 法 的 最 高 阶 不 一 定 是 N 阶 . 设 pC(N) 是 N 级 R-K 方 法 可 达到 的 最 高 


阶 数 ,可 以 证 明 : 
Pl(5)=4, p(6)=5, p(7)=6, pp(8)=6, pp(9)=7 
例 1 分 别 用 Euler 法 (7.13) .改进 的 Euler 法 (7.19) 和 经 典 RR- 法 (7.27) 求 解 初 值 问 题 


| 2 ，0< 上 二 2 


1 十 才 
y(0)=0 


_ i(3++) 
取 步 长 4 一 0.5 ,并 与 精确 解 y(1) 一 各 和 作 比 较 ， 


解 ” 用 Euler 法 求解 的 计算 公式 为 


yo 二 0 
Ltny 
| = y. +h (1 7) (n= 0,1,2,3) 


其 路 ==0.5,i, 二 0. 5n。 计 算 结 果 见 表 7-1，。 
表 7-1 Euler 法 求解 结果 与 精确 解 比 较 


0 0 


0. 500 000 0. 433 333 0.066 667 


0. 800 000 0.666 667 0.133 333 


0. 900 000 0. 807 692 0. 092 308 


0. 984 615 0, 933 333 0,051 282 


用 改进 的 Euler 法 求解 ,计算 公式 为 


yo 一 
Ly 
=| 1+2£: 
p21 2th) (Cy, he) 
1 (zt, 二 hy) 


yl = y, 十 号 (让 Lk) (n= 0,1,2.3) 
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其 中 ==0.5,t, 二 0. 5n。 计 算 结果 见 表 7 - 2。 
表 7-2 改进 的 Euler 法 求解 结果 与 精确 解 比较 


i 


1. 000 000 0. 600 000 


0. 400 000 0. 680 000 0.260 000 0.033 333 


0,. 635 000 0, 365 000 0.245 385 0.031 667 


0.260 728 0.020 096 


0, 272 988 


0.787 596 


0. 921 025 0.012 308 


用 经 典 R-K 法 (7.27) 求 解 ,计算 公式 为 


yo 一 

ka 一 1 一 

，_ | 2 

1 

1 (+ 襄 4) 

ks = le 
1 十 (六 十 了 4) 

有 = 1 Cy ThRs) 

1 十 (ft; 十 hh)” 


yl 一 yi 十 全 Ch 4 2k, + 2ks 十 ki) 


(n = 0,， 1 .2,3) 
其 中 有 = 二 0.5,z, 二 0. 5n。 计 算 结 果 见 表 7 - 3。 
表 7-3 经 典 R -KK 法 求解 结果 与 精确 解 比较 


0. 433 218 


0. 666 312 
0. 807 423 
0. 933 156 


1. 000 000 
0. 653 426 
0. 333 688 
0. 254 686 


0. 882 353 
0. 427 289 
0. 268 552 
0. 249 518 


0. 896 194 
0. 481 561 
0. 284 439 
0. 250 632 


0. 641 522 
0.326 001 
0.253 663 
0.253 809 


0.000 115 
0,. 000 355 
0. 000 269 
0.000 177 


7.2.3 相 容 性 .收敛 性 各 绝对 稳定 性 


在 单 步 法 (7.6) 中 ,如 要 把 y, 和 :分 别 换 成 初 值 问 题 (7. 1)、 (7.2) 的 解 y(2) 和 y(z 十 h), 则 
得 到 关于 y(2) 的 一 个 近似 方程 


二 x pt, y(t) ,h) (7. 29) 


差分 方程 (7.6) 的 解 wm ,y:,，… ,ym 是 否 可 作为 初 值 问 题 (7. 1)、(7.2) 的 近似 解 , 应 取决 于 当 
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一 


h 一 0 时 近似 方程 (7. 29) 的 极限 状态 能 否 成 为 微分 方程 (7. 1) 。 由 于 
lim 2 = y (1) 


hk"0 


因此 ,要 使 近似 方程 (7. 29) 的 极限 状态 成 为 微分 方程 (7. 1), 须 且 只 须 极限 


lim plt, y(t) ,hh) = ft, y(t)) (7. 30) 
成 立 。 总 假定 函数 g(t,y(1),h) 是 连续 函数 ,因而 极限 (7. 30) 可 表示 为 
p(t, y(t) ,0) = f(t, y(t)) (7. 31) 


定义 ” 单 步 法 (7.6) 称 为 与 微分 方程 (7.1) 相 容 , 如 果 条 件 (7. 31) 成 立 ; 并 称 条 件 (7. 31) 为 
相 容 性 条 件 。 z 
利用 相 容 性 条 件 (7. 31) 容易 验 证 ,Euler 法 (7. 13) 、 系 数 满 足 方程 (7. 18) 的 二 级 R-K 方 
法 (7.14)、 系数 满 足 方程 (7. 23) 的 三 级 R -KK 方法 (7. 22) 以 及 四 级 R -KK 方法 (7.27) 和 
(7. 28) 都 与 微分 方程 (7. 1) 相 容 。 z 
定理 7.2 设 增 量 函数 p(t,y,h) 在 区 域 D={(i,y,h)|t, 所 tz 侵 T,|y| 达 0o0,0 夺 h 人 ho} 上 
连续 , 且 对 变量 h 满足 Lipschitz 条 件 , 则 单 步 法 (7. 6) 与 微分 方程 (7. 1) 相 容 的 充分 必要 条 件 
是 单 步 法 (7. 6) 至 少 是 一 阶 的 方法 。 
证 ”必要 性 
Ri = y(t) 一) 一 hp yt) h) = 
[y(t) + hy’ (ts) + OC J— y(t,) 一 
hi PC) 六) — pts os yt) 0) |—h flt,, y(t,)) 
| Ri | OC(h’) + Lih’: = O(h’) 
式 中 上 是 Lipschitz 常数 。 


充分 性 由 
Ri = yn) ~ yi) — hg y(t) h) 一 OGA ) 
其 中 加 之 1, 可 得 
Yet YC) gl, yts)»h) + Oh?) 
令 h->0, 由 上 式 得 
y(t) = lt, sylt,) ,0) 
因而 等 式 
pt sy ty) 0) = ft yt)) 

成 立 。 

证 毕 。 


定义 ”求解 初 值 问题 (7. 1)、(7.2) 的 单 步 法 (7.6) 叫 做 收敛 的 ,如 果 对 任意 的 wm 及 任意 的 
IE (to,，T) ,极限 
lim vy, = y(t) 


hh—-0Ctn— ooo) 
1 一 上 


成 立 , 其 中 y(2) 是 初 值 问题 (7.1)、(7.2) 的 解 。 
由 这 个 定义 可 知 , 在 区 间 (z。,T) 内 任 取 一 固定 点 t 作为 节点 1,, 从 yo。 开始, 使 用 单 步 法 


(7. 6) 以 不 同 的 步 长 二 “一 计算 相应 的 y, 值 ,如 果 h 一 0(n 一 oo) 时 ,y, 收敛 于 初 值 问题 


第 7 章 常 微分 方程 初 值 问 题 的 数值 解法 189 


(7.1)、(7.2) 的 解 y(2) , 则 称 单 步 法 (7.6) 是 收 钙 的 。 因 此 ,如 果 单 步 法 (7.6) 在 区 间 (z, 耳 ) 的 
任 一 点 1, 处 的 整体 截断 误差 se, 满足 


lm es 一 0 


-ec 


则 单 步 法 (7.6) 就 是 收敛 的 ;反之 也 成 立 。 
定理 7.3 设 增 量 隆 数 p(t,y,h) 在 区 域 
D= {Gyh) | tT,|y|< 0h h,) 
上 连续 ,并 对 变量 y 和 有 满足 Lipschitz 条 件 。 如 果 单 步 法 (7.6) 与 微分 方程 (7. 1) 相 容 , 则 单 
步 法 (7.6) 是 收 钙 的 。 

证 ”根据 定理 7.2 和 定理 7.1 即 可 知 此 定理 成 立 。 

证 上 毕 。 

可 以 证 明 , 只 要 微分 方程 (7.1) 的 右 端 函数 f(1,y) 在 区 域 D,。 内 连续 和 有 和 界 , 且 对 变量 1 
和 y 满足 Lipschitz 条 件 , 那 么 , Euler 法 (7. 13)、 系 数 满足 方程 (7. 18) 的 二 级 R-K 方 法 
(7. 14) .系数 满 足 方程 (7. 23) 的 三 级 人- 开 方 法 (7.22) 以 及 四 级 R -KK 方法 (7.27) 和 (7.28)， 
这 些 方 法 的 增 量 函数 p(z,y,h) 就 都 在 区 域 D 内 连续 昌 对 变量 y 和 有 满足 Lipschitz 条 件 。 又 
因为 上 述 这 些 方法 的 增 量 函数 都 满足 相 容 性 条 件 (7. 31) ,因而 根据 定理 7.3, 用 上 述 这 些 方法 
求解 初 值 问 题 (7.1) 7. 27 时 都 是 收敛 的 。 

关于 单 步 法 收敛 的 概念 和 收敛 定理 都 是 在 计算 过 程 元 任何 舍 入 误差 的 前 提 下 建立 起 来 
的 。 整 体 截 断 误 差 6 二 y(t,) 一 y; 中 的 y。 是 以 ye。 为 初始 值 由 单 步 法 (7.6) 经 过 精确 计算 得 到 
的 。 但 是 ,实际 计算 时 通常 都 会 有 使 和 人 误差。 特别 是 式 (7.6) 是 一 个 递 推算 式 , 凡是 递 推算 式 
都 要 考虑 舍 入 误差 的 积累 是 否 会 得 到 控制 ,也 就 是 要 考虑 数值 稳定 性 的 问题 。 一 个 单 步 法 
(7. 6) ,即使 它 已 满足 相 容 性 条 件 , 并 且 又 是 收敛 的 ,然而 在 用 它 计 算 y1 ,yi:，… 时 ,如 果 舍 入 误 
差 的 积累 越 来 越 大 ,那么 由 它 算 出 的 yi ,yz ,… 仍 然 不 能 作为 初 值 问题 (7. 1)、(7.2) 的 近似 解 
使 用 。 因 此 必须 讨论 单 步 法 的 数值 稳定 性 问题 。 

对 于 给 定 的 微分 方程 (7. 1) 和 给 定 的 步 长 上 ,如 果 单 步 法 (7. 6) 在 计算 y, 时 有 大 小 为 6 的 
误差 ,但 由 此 引起 y" (mm 之 n) 的 误差 按 绝 对 值 又 都 不 超过 5, 则 称 单 步 法 (7.6) 是 绝对 稳定 的 。 
然而 ,此 定义 太 依赖 于 微分 方程 本 身 。 为 摆脱 这 种 依赖 性 ,在 定义 方法 的 绝对 稳定 性 时 ,都 针 
对 同一 类 型 微分 方程 ,就 是 线性 常 系数 微分 方程 

y = Ay (7. 32) 
其 中 4 为 复 常 数 , 并 称 式 (7. 32) 为 模型 方程 。 

定义 ” 设 步 长 为 A>0 的 单 步 法 (7.6) 用 于 求解 模型 方程 (7. 32) 的 初 值 问题 ,又 设 初 值 y。 

有 误差 eo ,如 果 在 计算 后 面 的 y, 时 ,由 es 所 引起 的 误差 e, 满足 
"m0 
则 称 单 步 法 (7.6) 对 于 所 用 的 步 长 h 和 复数 4 是 绝对 稳定 的 。 

从 定义 可 知 , 单 步 法 (7?.6) 是 否 绝对 稳定 ,与 模型 方程 中 的 4 以 及 所 用 的 步 长 hh 有关。 如 
果 对 h4 复 平面 上 的 一 个 区 域 G, 当 hAEG 时 ,都 使 单 步 法 (7.6) 绝 对 稳定 , 则 称 G 为 单 步 法 
(7. 6) 的 绝对 稳定 区 域 。 

用 Euler 法 (7. 13) 求 解 模 型 方程 (7. 32) 的 初 值 问 题 , 计 算 公 式 为 

yn 二 Yr 十 hAy, 二 (1 十 hhA)y, 
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设 y, 有 误差 e,,e, 二 y, 一 y,, 则 有 


yl = (1 二 +hA)y, 


el 一 (1 十 AAA)e, = = (十 haA)™ie 
当 和 且 仅 当 11 十 hX | 二 1 时 有 lim e, 一 0。 所 以 ,Euler 法 (7. 13) 的 绝对 稳定 区 域 为 
1 上 1 十 AI 到 1 


当 4 为 实数 时 ,得 Euler 法 (7. 13) 的 绝对 稳定 区 间 一 2 二 hX 二 0。 
用 二 级 二 阶 R -KK 方法 求解 模型 方程 (7. 32) 的 初 值 问题 ,计算 公式 为 
yal 一 yn 十 上 ULciay 十 cry 十 apmAyn) = 
[1 Ce 二 cso)hA+ carh’ A Ty, = 


(十 各 + Fh )y, 


由 此 可 知 , 二 级 二 阶 R -KK 方法 的 绝对 稳定 区 域 是 


(ChA): 
2 


1 十 从 二 


当 4 为 实数 时 ,得 绝对 稳定 区 间 一 2 二 h4 二 0。 
同 理 可 推出 三 级 三 阶 R -方法 的 绝对 稳定 区 域 


t+ + 2 [<1 


[<1 


当 4 为 实数 时 ,得 绝对 稳定 区 间 一 2.51<AA<0。 
同 理 又 可 推出 四 级 四 阶 RR-K 方 法 的 绝对 稳定 区 域 


(ha (CRAD) (用 AD) 
十 有 hA 十 一 一 一 十 十 -~ 一 -一 
1 h 2 6 24 


本 


当 4 为 实数 时 ,得 绝对 稳定 区 间 一 2.78<A1A<0。 
上 述 四 种 方法 的 绝对 稳定 区 域 见 图 7 -1, 图 中 的 N 表示 有 R- 开 方法 的 级 。 从 图 7-1 看 


图 7-1 R-iK 方 法 的 绝对 稳定 区 域 
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出 ,NN 级 民 -K 方 法 的 绝对 稳定 区 域 随 着 N 的 增 大 而 扩大 。 
绝对 稳定 区 域 越 大 ,那么 ,为 使 数值 解法 的 计算 过 程 具有 数值 稳定 性 ,对 步 长 的 限制 就 
越 小 。 
例 2 用 Euler 法 求解 
y =—5y+t, tCT 
y(to) 一 yo， 
从 绝对 稳定 性 考虑 ,对 步 长 六 有 何 限制 ? 
解 这 里 一 一 5, 由 
[1+A =11 一 5 一 1 
得 到 对 h 的 限制 为 0 二 h<<0.4。 


对 于 一 般 微分 方程 (7. 1) ,对 其 右 端 函数 f(1,y) 进行 线性 化 处 理 后 可 知 = 这 时 4 将 


是 变化 的 ,但 只 要 从 一 六 宛 属 于 所 用 方法 的 绝对 稳定 区 域 , 则 该 方法 就 是 绝对 稳定 的 ， 
例 3 用 经 典 R-K 方 法 (7.27) 求 解 
” 1 ,01 过 10 


1l+f 
y(0)=0 
从 绝对 稳定 性 考虑 ,对 步 长 hh 有 何 限 制 ? 
解 ” 对 于 所 给 微分 方程 ,有 


9f _ 10z 
4 一 一 ， 0 三 t 达 10 
max |4| = max 一 0 -- 
Ot 10 o<rs&il0 ] Tf 


根据 经 典 R- 方法 的 绝对 稳定 区 间 一 2.78 二 hX 二 0, 步 长 应 满足 
一 2.78 <—5h<0, 0 二 hh 二 0.556 

在 使 用 任何 数值 解法 时 , 步 长 h 车 不 满足 绝对 稳定 性 的 要 求 ,由 于 计算 机 的 位 数 有 限 , 可 
能 会 产生 很 大 的 误差 ,计算 结果 会 完全 失真 ,试看 下 述 实 例 。 

用 经 典 R -KK 方法 (7. 27) 求 解 

y 一 一 20y， y(0)=1 
步 长 分 别 取 0 1 和 0.2。 当 hh==0.1 时 ,一 20h 属于 绝对 稳定 区 间 ( 一 2.78,0); 当 hh=0.2 时 ,一 20h 
不 属于 绝对 稳定 区 间 。 在 10 位 计算 器 上 计算 ,计算 结果 y, 的 全 误差 y(4,) 一 y, 见 表 7 - 4。 
表 7-4 两 种 步 长 的 数值 稳定 性 比较 


一 0.092 795 


一 0.012 010 
一 0.001 366 
一 0. 000 152 
一 9. 000 017 
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7.3 线性 多 步 法 


7.3.1 线性 多 步 法 的 一 般 形式 
求解 初 值 问 题 (7.1) (7. 2) 的 线性 下 步 法 的 一 般 形式 为 


ojynw 一 六 》18 (n=0,1,.%,M—&) (7. 33) 
其 中 ?Cr ,Bi;(j 二 0,1,… ,kk) 是 常 系 数 ,ai 一 1， | as | 十 |B, | 0 frtj; = f trjs Yrti)o 式 (7. 33) 的 
左右 两 边 分 别 是 关于 Yn? Yn+l yt 和 关于 f; » fnrl 9 ”” ”9 了 了 1 十 天 的 线性 表达 式 , 并 且 其 中 必 会 
有 y， 和 yn+e, 故 称 式 (7. 33) 为 线性 上 步 法 。 若 有 =0, 则 式 (7. 33) 是 显 式 方法 ; 若 Bb. 关 0, 则 式 
(7.33) 就 是 隐 式 方法 。 
定义 ” 设 yb 是 初 值 问题 (7.1)、 (7. 2) 的 解 , 则 称 
= Dov 一 3 f (ns yay)) 


为 线性 不 步 法 (7. 33) 在 点 二 ,处 的 局 部 截断 误差 ， 知 
Re 一 Or) (p 为 正 整数 ) 

则 称 线性 有 步 法 (7. 33) 是 p 阶 方法 。 

显然 ,k 步 法 (7.33) 的 阶 数 p 与 & 步 法 (7.33) 中 的 系数 a;,B (j= 二 0,1,…,k) 有 关 。 利 用 
Tayior 级 数 把 局 部 截断 误差 R,i4 表 示 成 关于 步 长 h 的 考级 数 就 可 找 出 它们 之 间 的 关系 。 

注意 到 

fips yt) = yt) tj 二 刀 十 轴 

则 有 


是 天 
Ro = Daiy( 吉 十 大) — hy By (tih) (7. 34) 


j=0 


将 y(t 十 jh) 和 y(t 十 jh) 在 点 1 处 展 成 Taylor 级 数 


y( 志 十 讯 ) 二 y(t,) 十 jy (1,) 十 2 hy 《zt ) 


y(t 十 衣 ) = y 于 Ch) y(t,) 


— 1)! 
代入 式 (7. 34) 得 : 
Rr = coy(t,) 二 cihy’ (,) + ch?y (ti) 十 十 ch yt) 十 
其 中 
co 一 ao 十 aa 十 … 十 ax 
cl 一 al 十 2as 十 十 io 一 (十 肥 十 和 十 肥 ) 
: (7.35) 


人 > 人 


Jj = 一】 


如 果 有 一 组 系数 w ,B (j= 二 0,1,…,&) 使 得 
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co 一 CI 一 一 cc 一 0，corl 天 0 
则 有 
民 = cpih” y(t,) OCR?) 
此 时 ,k 步 法 (7.33) 是 p 阶 方法 。cprih* y** "(zt,) 称 为 局 部 截断 误差 的 主 项 
常数 。 上 述 构造 线性 多 步 法 的 方法 称 为 待定 系数 法 ,又 叫 Taylor 级 数 法 。 
例 4 试 确定 二 步 法 
ynrz 一 一 alynrl TT hlp frnrz tt Bi fn hf,) 
中 的 系数 ,使 它 的 阶 尽 可 能 高 ,并 求 它 的 局 部 截断 误差 和 阶 数 。 
解 ”已 知 a; 一 1,a= 二 0, 令 公式 (7.35) 中 的 06 二 c==c 一 cs 一 0, 得 方程 组 
al 十 1 三 0 
oa 十 2 一 ( 十 语 十 应) = 一 0 


F(a 十 4)— (B+2B) 一 0 


语 ( 十 8) 一 方 ( 忆 十 4) = 0 


解 得 a 一 一 1, 民 一 一 方 , 忆 一 旋 , 民 二 就, 得 到 二 步 法 


Na? 二 Fl + 读 (5fm 十 88fnnl — f,) 
此 时 公式 (7. 35) 中 的 c, 为 
“4 一 去 (ai 十 16) 一 二 (B 十 8 ) 一 一 
故 二 步 法 (7. 36) 的 局 部 截断 误差 为 
__1 4 (4) 5 


并 可 知 二 步 法 (7.36) 是 三 阶 方法 , 它 又 称 为 二 步 隐 式 Adams( 亚 当 斯 ) 方 法 。 
用 类 似 的 计算 过 程 ,可 获得 下 面 一 些 常 用 的 线性 多 步 法 。 
三 步 显 式 Adams 方法 (三 阶 ): 


Yr3 二 Ynez 十 了 (23 记 。 一 16 fri 十 5 ) 


1 
24 


其 局 部 截断 误差 为 
R,s = Ay Cn ) 十 OGA ) 
三 步 隐 式 Adams 方法 (四 阶 ): 
Ynr3 一 ynrz 十 和 Of 十 19f5z 一 Dj 十 广 ) 


其 局 部 截断 误差 为 


19 


Rs 一 一 726 


四 步 显 式 Adams 方法 (四 阶 ): 
Vr 一 Yr3 十 区 (55fms 一 029 十 37 太 一 9 广 ) 


yt 十 OCR ) 


,Cp+1 称 为 误差 


(7.36) 


(7.37) 


(7. 38) 


(7. 39) 
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其 局 部 截断 误差 为 
251 
720 


显 式 Milne( 密 伦 ) 公 式 ( 四 步 四 阶 ) ， 
Ynt4 一 y+ Th(2fos 一方: 十 2fwl) 


R hh’ y(t,) + O(n ) 


其 局 部 截断 误差 为 


R,, = Eh’y (4) 十 DChs) 


Hamming( 哈 明 ) 公 式 ( 三 步 四 阶 ): 
Jr3 一 (9yme 一 yn) 十 闻 (fo 十 2fw42 一 fw1) 


其 局 部 截断 误差 为 


1 5 yy 6 ) 
KR, = yr (1,) + OUR) 


当 & 二 1 时 , 式 (7. 33) 成 为 线性 单 步 法 
yal 十 aoyn 一 hip fF, 十 Bfnr1) 
线性 单 步 法 除了 Euler 法 (7. 13) 外 ,还 有 以 下 两 种 。 
梯形 法 (二 阶 隐 式 方法 ): 


yr 二 yr 十 万 Sf, 十 fm) 


其 局 部 截断 误差 为 
R,,, =— Th yt,) + OCh’) 
问 后 Euler 法 (一 阶 隐 式 方法 ): 
Vn 1 一 .yn 十 hf 
其 局 部 截断 误差 为 
R,, =— 3h hr y(t, ) OChs) 


形 如 


Doyen = hpif nt 


7 二 0 


(7. 40) 


(7.41) 


(7.42) 


(7. 43) 


(7.44) 


的 线性 & 步 法 称 为 Gear( 吉 尔 ) 方 法 。Gear 按照 式 (7. 44) 的 形式 对 于 从 1 到 6 构造 了 上 阶 


步 法 。& 从 1 到 6 的 Gear 方 法 的 系数 见 表 7 -5。 
例 5 构造 二 阶 二 步 Gear 方法 。 
解 ”此 时 , 式 (7.44) 中 丰 一 2。 取 oa =1, 由 公式 (7. 36) , 令 
co 一 ao 十 al 十 1 一 0 
cl 一 0 十 2 一 户 = 一 0 


C» 一 (om 十 人 一 28 一 0 


让 4 1 2 
解 得 ai 二 了 ,一 可, 把 一 本。 因 
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< 一 二 十 8o) 一 志 (4B) = 一 末 天 0 


故 得 二 阶 二 步 Gear 方法 为 


Ynt2 yan 十 二 yy 一 Shf ms 
构造 线性 多 步 法 的 方法 除了 本 节 所 阐述 的 待定 系数 法 之 外 ,还 可 以 用 数值 积分 法 来 构造 
线性 多 步 法 。 但 是 ,本 书 不 介绍 这 个 方法 。 
表 7-5 Gear 方法 系数 表 


使 用 线性 & 步 法 求解 初 值 问 题 (7. 1) (7. 2) 须 要 有 有 个 开始 值 yo ,yi ,…,ys_1。 除 了 vy。 
是 给 定 的 之 外 ,其 余 & 一 1 个 开始 值 要 用 单 步 法 计算 。 所 用 的 单 步 法 应 至 少 与 该 线性 不 步 法 同 
除 , 例 如 可 用 四 阶 KR-—-K 方法 计算 四 阶 R 步 法 的 开始 值 19VY29 Velo 


7.3.2 预报 -校正 格式 


对 于 隐 式 线性 & 步 法 ,一 般 情况 下 是 一 个 关于 y,… 的 非 线 性 方程 ,从 中 解 出 y, ;4 一 般 要 
用 进 代 法 ,迭代 的 初 值 最 好 用 同 阶 的 显 式 方法 。 在 实际 计算 工作 中 ,往往 只 迭代 一 次 ,因而 由 
此 产生 了 预报 -校正 格式 。 用 显 式 方法 计算 y,, 的 初 值 y,;,, 称 为 预报 值 。 把 y,;, 代 入 隐 式 方 
法 的 右边 ,计算 出 新 的 .yn 十 , 称 为 校正 值 。 

常用 的 且 最 简单 的 预报 -校正 格式 有 下 面 几 种 。 

Euler 法 与 梯形 法 构成 的 预报 -校正 格式 : 


ya Vr 十 hf, 
Vol 一 Vn +3[7, 十 f(t ,yu ) ] 


(n=0,1,.…,M—1) 
这 个 格式 实际 上 是 改进 的 Euler 法 (7. 19)， 
显 式 Milne 方法 与 Hamming 方法 构成 的 预报 -校正 格式 ， 


Hl = ys + Sh(2f, f+427.) 


Vnrl 一 (9y, — Yr_2) 十 全 [For ,yn 1 1) 十 2f， 一 


196 数值 分 析 


(n= 3,4,.… ,MD—1) 
四 步 显 式 与 三 步 隐 式 的 Adams 方法 构成 的 预报 -校正 格式 : 


Vnil 一 Yn 十 于 (55 凡 本 29 六 -~ 十 37 9 六- ) 


yo 一 多 十 贡 [97Gtry3oa) 十 19 户 一 5 十 六 2 
(n ~ 一 3,4,… ,AM 一 ] ) 


7.3.3 相 容 性 和 收敛 性 


在 到 步 法 (7. 33) 中 ,如果 把 y,,;; 换 成 初 值 问 题 (7. 1)、(7.2) 的 解 y(t 十 jh), 则 得 到 关于 
y(?) 的 一 个 近似 方程 


育 2%y 4 十 办 ) < BA 十 站 ,人 十 六 (7. 45) 
只 有 当 A 一 0 时 近似 方程 (7. 45) 的 极限 状态 能 成 为 微分 方程 (7. 1) ,才能 用 差分 方程 (7. 33) 的 
解 作为 初 值 问题 (7.1) (7. 2) 的 近似 解 。 由 于 


1 < y(t) < “y(t 二 计 ) 一 y(1) 
元 之 /ay( 十 办 ) 一 2 十 Zi 


k . k 
lim > ,ja 2 一 y(t) Dja, 
hr0 fi 


ji=! 


点 此 
lm 2 Bf 十 访 ,y(t 十 欣 )) 一 A 
所 以 , 当 且 仅 当 


夫 


9 一 0， Pi, = = > (7. 46) 
成 立时 ,近似 方程 (7， 45) 的 极限 状态 (0 成 为 微分 方程 1)。 记 


o(6) = > ae， ca(6) = Sp 


j=0 


则 条 件 (7. 46) 等 价 于 
(1) = 0, pp (1) = o(1) (7.47) 

定义 ”线性 & 步 法 (7. 33) 叫 做 与 微分 方程 (7. 1) 相 容 , 如 果 条 件 (7. 47) 成 立 ; 并 称 条 件 
(7.47) 为 线性 上 & 步 法 (7. 33) 的 相 容 性 条 件 。 

易 知 , 相 容 性 条 件 (7. 47) 相 当 于 公式 (7. 35) 中 的 c==0 和 ci = 二 0。 所 以 ,线性 上 有 步 法 (7.33) 
与 微分 方程 (7. 1) 相 容 的 充分 必要 条 件 是 方法 (7. 33) 至 少 是 一 阶 的 方法 。 同 时 可 看 出 , 方 
法 (7.33) 的 阶 数 p 越 高 ,用 差分 方程 (7. 33) 通 近 微 分 方程 (7. 1) 的 精度 就 越 高 。 

定义 ”求解 初 值 问题 (7.1)、(7.2) 的 线性 & 步 法 (7.33) 叫 做 收 钙 的, 如果 有 

(1) 由 其 他 单 步 法 计算 的 & 一 1 个 开始 值 y; ,有 

limy; = y (= 1,2,.%,k—1) 
(2) 对 任意 的 上 (to,T) ,由 式 (7. 33) 计 算 的 y, 均 满 足 


lm y», = y(t) 
me 
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其 中 yb9 是 初 值 问 题 (7. 1) (7. 2) 的 解 。 
定义 ”如 果 多 项 式 o(6) = De 的 零点 的 模 不 大 于 1, 并 且 模 为 1 的 零点 都 是 单 零点 ， 


则 称 线性 上 步 法 (7. 33) 满 足 根 条 件 。 
定理 7.4 设 线 性 & 步 法 (7. 33) 满 足 相 容 性 条 件 (7. 47) 和 根 条 件 , 则 当 计 算 开 始 值 的 单 
步 法 收敛 时 ,k 步 法 (7.33) 也 是 收敛 的 ;此 外 ,车 大 步 法 (7.33) 是 p 阶 的 ,并 且 开 始 所 用 的 单 步 
法 是 不 低 于 pp 阶 的 , 则 有 步 法 (7.33) 的 整体 截断 误差 为 
En = Ytn)— yn = Ohh), m 宕 上 
此 定理 的 证 明 参 见 文献 [5j 第 36 一 37 页 。 
常用 的 线性 & 步 法 都 满足 相 容 性 条 件 和 根 条 件 。 


7.3.4 绝对 稳定 性 
线性 & 步 法 (7. 33) 用 于 求解 模型 方程 y 一 4y, 得 到 计算 公式 
0 — HB ) ym; = 0 (n= 0,1,.…,M—&k) (7. 48) 


其 中 y= 有。 设 开 始 值 yo yi 分 别 有 扰 动 eo ,el ,seri ,实际 数值 为 yo yy1， yi， 
其 中 ew 二 yr 一 yn (lm 二 0,1,…,k 一 1)。 从 这 些 带 有 扰动 的 开始 值 出 发 ,由 式 (7. 48) 计算 
ym《m 之 k) ,只 能 得 到 y。 的 近似 值 y,(m 宇 £)。 假 定 用 式 (7. 48) 进 行 计算 时 没有 任何 舍 入 误 
差 ,误差 em 一 yn 一 yn《m 之 k) 完 全 是 由 开始 值 的 误差 引起 的 ,于 是 有 


yw 一 wp) 一 (n= 0,1,.…,M—k) (7. 49) 
将 式 (7. 48) 与 式 (7. 49) 相 减 ， 得 到 误差 方程 
Da, — ppPBi)en; =0 (n=0,1,.,M—&) (7. 50) 
这 是 一 个 常 系数 线性 开交 六 分 方程, 它 的 征 方程 
Da, 一 pp8))6 一 0 (7. 51) 
或 写成 和 
o(6) 一 pa(e) 一 0 (7. 52) 


代数 方程 (7. 51) 或 方程 (7. 52) 也 称 为 线性 & 步 法 (7. 33) 的 特征 方程 。 设 & 是 特征 方程 
(7. 51) 的 r; 重 根 (i 二 1,2,… ,sy7i 十 7 十 … 十 7, 二 kk) ,其 中 各 ,名 ， 互 异 , 则 差分 方程 (7. 50) 的 
通 解 为 

ec， 一 = 5 Dom™'er 
(证 明 从 略 )。 由 初始 值 ee ,el ，… ,ei_1 可 定 出 个 常数 ci ,并 且 每 个 cy 都 是 eu ,el ,…,e,_1 的 线 
性 组 合 。 由 不 等 式 


|en | 委 > 5 cu | 和 | 和 | 
可 知 , 当 特征 方程 (7. 51) 的 所 有 根 & 都 满足 |1& | 二 1 时 ， 就 有 lim ev 一 0。 
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定义 ”对 指定 的 w=AA, 如 果 特 征 方程 (67. 51) 的 所 有 根 & 按 模 小 于 1, 则 称 线性 到 步 法 
(7.33) 关 于 此 是 绝对 稳定 的 。 帮 在 4 复 平 面 上 有 一 区 域 G ,对 一 切 xyEG,k 步 法 (7.33) 绝 对 
稳定 , 则 G 称 为 & 步 法 (7. 33) 的 绝对 稳定 区 域 。 

据 定义 ,& 步 法 (7. 33) 的 绝对 稳定 区 域 为 


大 
1 和 一 1 之 人 (oa — pB,)é’ 一 0 | 


G— {x 


与 单 步 法 的 情形 相 类 似 ,如 果 求 解 的 是 一 般 非 线 性 微分 方程 (7. 1) , 则 应 视 1=3。 这 时 4 可 


能 是 变化 的 ,但 只 要 在 求解 区 间 二 1 志 TT 内 ,py 二 h4 始终 属于 绝对 稳定 区 域 G, 则 对 此 微分 方 
程 而 言 ,k 步 法 (7. 33) 是 绝对 稳定 的 。 
例 6 求 向 后 Euler 法 
yr! = Yn hf 
的 绝对 稳定 区 域 。 
解 ”特征 方程 
0(6) 一 pa(6) 一 上 一 1 一 Ap 一 0 


的 根 为 6 了 二 , 故 向 后 Euler 法 的 绝对 稳定 区 域 是 |1 一 y| >1, 见 图 7 -2 


NE 
RN 


图 7-2 向 后 Euler 法 的 绝对 稳定 区 域 
例 7 求 梯形 法 


yr = yf fu) 


的 绝对 稳定 区 域 。 
解 ” 特 征 方 程 


0p) 一 pa 人 (6 一 一 一 今 (十 1) 一 0 


的 根 为 #= 3- ,因而 梯形 法 的 绝对 稳定 区 域 是 | 2 十 &| 一 1, 即 Rep<04y 复 平面 上 的 整个 


半 平 面 , 见 图 7 -~ 3)。 
例 8 求 显 式 Milne 方法 


Jr+H 一 ys 十 全 ARC 一 fr 十 2 六 3) 
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的 绝对 稳定 区 域 。 Im(hA) 
解 ” 特 征 方程 为 
1 as 4,22: 8e 1 
é He 十 本 人 了 AS 1 一 0 


由 于 系数 mi 一 1,a 一 一 1, 所 以 此 方程 的 所 有 根 ,és， 
,6 满足 


SS 
一 RNC Re(hA) 
[|& 8&6 6&|= 二 | 一 1 
因而 必 存 在 某 个 根 ,16 | 之 1。 可 见 , 显 式 Milne 方法 RN 
NS 


是 一 个 恒 不 绝对 稳定 的 方法 。 

用 直接 求 出 特征 方程 的 根 去 确定 线性 多 步 法 的 绝 
对 稳定 区 域 , 在 大 多 数 情 况 下 是 行 不 通 的 。 一 般 情况 
下 可 使 用 边界 轨迹 法 。 

根据 绝对 稳定 性 的 定义 ,只 要 p 位 于 px 复 平面 的 绝对 稳定 区 域 G 内 ,特征 方程 (7. 52) 的 
根 就 位 于 复 平面 的 单位 圆 域 | | 二 1 之 内 。 如 果 特 征 方程 (7. 52) 的 根 位 于 单位 圆周 |&|=1 
( 即 &=e*) 上 , 则 满足 方程 


7-3 梯形 法 的 绝对 稳定 区 域 


ple)— uol(e)—=0, O02n 
的 & 就 位 于 绝对 稳定 区 域 G 的 边界 厂 上 。 因 此 , 当 o(e”) 关 0(0 志 02r) 时 ,边界 栈 的 轨迹 由 


这 
ACO) = ey, 0 过 9 去 2rx 
已 


即 参 数 方程 


y(t = ImA(CO) 
0 过 27n 
给 出 。 当 90 从 0 变化 到 2x 时 ,x(0) 在 4 复 平面 上 就 描 出 边界 曲线 矿 。 该 曲线 把 y 复 平面 分 为 
两 个 区 域 ,如 果 在 其 中 一 个 区 域 的 内 部 存在 一 点 ju ,使 方程 
p(2)—j0o(é)=0 
有 按 模 大 于 1 的 根 , 则 该 区 域 就 不 是 绝对 稳定 区 域 ,而 另 一 个 区 域 是 绝对 稳定 区 域 。 这 就 是 边 
界 轨迹 法 。 
以 下 的 定理 常用 来 配合 边界 轨迹 法 。 


be =— Ren(0) 


定理 7.5 实 系数 次 代数 方程 >,a2' = 0(as > 0) 的 所 有 根 按 模 小 于 1 的 必要 条 件 是 
下 列 不 等 式 同时 成 立 : 


天 [4 


lm |l<a, 2%>0, DDTia,>0 


而 对 于 二 2 的 情形 ,这 些 不 等 式 就 成 为 充分 必要 条 件 。 
此 定理 的 证 明 参 见 文献 [12]。 
例 9 求 三 步 隐 式 Adams 方法 


h 
Vn Var 十 p49 fs 十 197,.,» TT 5 f ,1 十 ff,) 
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的 绝对 稳定 区 域 。 
解 (6 一 63 一 62 ， sO) =7 (9 十 19 一 56 十 1) 
请 i 站 8 
uO = 0 2 一 e) 10) +iy(0) 


ae) 9e»* 十 19e2 一 5e 十 1 
绝对 稳定 区 域 C 的 边界 卫 就 是 下 列 参数 方程 所 表示 的 曲线 : 
Xx(0) 一 24( 一 10 十 15cos 0 一 6cos 20 十 cos 30 )7V7r(CO) 
| y(0) = 24(33 sin 0— 6 sin 20 十 sin 30) /r(0) 
其 中 xr(9) = 468 十 142 cos 0 一 52 cos 20 十 18 cos 30 。 
显然 ,z( 一 90) 一 z(0O),y( 一 0) 一 一 >X(0) ,所 以 边界 卫 关 于 实 轴 对 称 。 列 表 7 -6 计算 z,y 的 值 。 
表 7-6 例 9 边 界 曲线 上 点 的 坐标 


一 0.000 ”一 0.002 一 0.185 一 0.735 一 1.955 一 3.000 
0. 523 1.026 1. 477 1, 838 1], 707 0 


图 7-4 三 步 隐 式 Adams 方法 的 绝对 稳定 区 域 
为 判明 绝对 稳定 区 域 是 在 闭 曲线 生 所 围 之 域内 还 是 域外 , 取 /w=1, 则 相应 的 特征 方程 是 
2(6) 一 506) 一 156 一 4362 十 56 一 1 一 0 
由 于 它 的 系数 之 和 15 一 43 十 5 一 1<0, 根 据 定 理 7.5 以 及 y=1 不 在 TT 上, 可知 该 特征 方程 必 
有 模 大 于 1 的 根 。 所 以 , 闭 曲 线 工 所 围 之 域内 是 绝对 稳定 区 域 。 
利用 边界 轨迹 法 可 求 出 & 从 1 到 6 的 Gear 方 法 的 绝对 稳定 区 域 , 见 图 7 -5 和 图 7- 6， 
区 域 的 边界 都 是 封闭 曲线 ,绝对 稳定 区 域 是 在 相应 闭 曲 线 所 围 之 域 的 外 部 。 
当 4 为 实数 时 ,w 王 风 也 是 实数 ,实数 4 在 绝对 稳定 区 域内 的 取 值 范围 就 是 绝对 稳定 区 间 。 
使 用 边界 轨迹 法 可 直接 求 出 各 种 线性 多 步 法 的 绝对 稳定 区 间 。 下 面 就 是 一 些 线性 多 步 法 的 绝对 
稳定 区 间 。 
6 


三 步 显 式 Adams 方法 (7. 37). 一 五 Ap< 0 
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Ren 


一 31 


图 7-5 Gear 方法 绝对 稳定 区 域 边界 线 (K 一 1,2,3) 


图 7~6 Gear 方 法 绝对 稳定 区 域 边界 线 {(Kk= 二 4,5,6) 


三 步 隐 式 Adams 方法 (7. 38): 一 3 二 /< 二 0 
四 步 显 式 Adams 方法 (7.39): 一 0. 3 三 yu 之 0 


Hamming 公式 (7. 41) 一 二 <p<0 


梯形 法 (7. 42): 一 ceo<p<<0 

利用 定理 7.5 中 《==2 的 情形 可 直接 求 出 线性 二 步 法 的 绝对 稳定 区 间 ,因为 此 时 w=AA 是 
实数 ,线性 二 步 法 的 特征 方程 是 实 系数 二 次 代数 方程 。 

例 10 求 二 步 隐 式 Adams 方法 式 (7. 36), 即 


h 
Vm 二 yl 十 15495J 十 8 f ,1 本 f;) 


的 绝对 稳定 区 间 。 
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解 ” 特征 方程 为 


设 
1— Sp >0 即 wp 二 基 
由 定理 7.5 知 人 1 的 充分 必要 条 件 是 
各 <1- Sp BH AAA< 2 


加 £ 
1— 1 一 (1+Tzt)+ 吉 >0 px<0 


1 一 六 K 十 (1 十 浆 K)+ 癌 >>0 即 p>-6 
上 述 的 四 个 取 值 范围 的 交集 是 一 6 二 x<0， 
设 
1— < 0 印 一 
四 | 
特征 方程 写成 


(庆生 人 + 一 12-° 
再 由 定理 7.5 中 的 三 个 条 件 分 别 得 
A 之 3,， Kk>0, 4k<—6 
上 述 4 的 四 个 取 值 范围 无 交集 。 
设 


— -1 
2 0 即 人 二 


这 时 特征 方程 只 有 一 个 根 6 一 六 ,| 引 <1。 
综 上 所 述 ,二 步 隐 式 Adams 方法 36) 的 绝对 稳定 区 间 为 


一 6 二 4 二 0 和 “一 总 


定义 ”一 个 求解 初 值 问题 (7. 1) (7. 2) 的 数值 解法 称 为 是 A(c)- 稳 定 的 ,如 果 它 的 绝对 稳 
定 区 域 包含 了 无 限 棉 形 区 域 


W,. = (AI 一 a<r 一 arg 人 < w) 
其 中 0<a< 记 见 图 7-?7 


从 图 7-5 和 图 7-6 可 看 出 ,从 1 到 6 的 Gear 方 法 都 是 A(a)- 稳 定 的 ,其 中 每 个 w 的 最 
大 值 av 如下: 


Qmax 90° 90° 86°54'” 73?14” 51°50’ 18°47’ 


对 于 微分 方程 (7. 1) ,只 要 4= 3 位 于 复 平 面 的 区 域 W。 内 ,那么 单 从 数值 稳定 性 考虑 ， 
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使 用 A(a)- 稳 定 的 数值 解法 求解 时 , 步 长 h 可 不 受 限 制 ， 


因为 无 论 A>0 为 何 值 ,总 有 p= 二 hE W,。 m4 
定义 ”一 个 求解 初 值 问题 (7, 1)、(7, 2) 的 数值 解法 
称 为 是 A -稳定 的 ,如 果 它 的 绝对 稳定 区 域 包 含 了 4 复 平 NN 
面 的 整个 左 半 平面 。 W 人 
A | 也 )- 稳 定 就 是 A -稳定 。 例如 , 问 后 Euler 法 、 梯 NS Rep 


形 法 和 二 步 Gear 方法 都 是 A -稳定 的 方法 。 对 于 固有 稳 N 
定 的 微分 方程 , 即 Re 光一 0 的 微分 方程 (7 1) , 当 使 用 A - 


稳定 的 数值 解法 求解 时 , 单 从 数值 稳定 性 考虑 , 步 长 六 不 
受 任何 限制 。 

经 证 明 , 有 这 样 的 结论 : 显 式 线 性 多 步 法 不 可 能 是 A -稳定 的 ;A -稳定 的 线性 多 步 法 的 阶 
不 超过 2, 而 且 在 二 阶 A -稳定 的 线性 多 步 法 中 梯形 法 的 误差 常数 最 小 。 


7.4 步 长 的 选择 


使 用 数值 解法 求解 初 值 问 题 (7. 1)、(7. 2) ,选择 步 长 六 是 十 分 重要 的 问题 。 原 则 上 , 步 长 
h 应 由 两 个 条 件 决 定 , 一 是 要 使 求解 过 程 绝 对 稳定 ,二 是 使 每 个 节点 处 的 整体 截断 误差 si 按 
模 不 超过 给 定 的 界限 。 

对 于 第 一 个 条 件 , 只 要 根据 所 给 初 值 问题 和 所 用 方法 的 绝对 稳定 区 域 就 可 确定 (或 大 致 确 
定 )h 所 受 的 限制 。 根 据 这 个 限制 和 实际 需要 的 离散 化 程度 , 先 确定 节点 步 长 i 盖 0, 从 而 节点 

1 一 1 十 zi (n=0,1,.%,M) (7.53) 

被 确定 。 如 果 用 此 不 变 的 步 长 ho 求 出 数值 解 y1,y:，… ,ym, 那 么 ,所 得 的 结果 是 否 满 足 精度 
要 求 是 很 难 检 验 的 ,这 是 因为 整体 截断 误差 s-: 的 表达 式 中 的 首 项 系数 c(t ) 很 难 估 计 。 由 
于 同样 的 理由 ,也 不 能 预先 根据 e,.1 的 表达 式 确定 步 长 h, 的 范围 。 

在 实际 计算 中 , 常 采 用 外 推 法 估计 误差 以 及 自动 选择 步 长 的 计算 方案 计算 给 定 节 点 
(7. 53) 上 的 数值 解 y, (mn 二 1,2,…,M)。. 

设 所 用 的 是 p 阶 单 步 法 ,从 i 开始 采用 步 长 h 计算 出 z,. 1 处 的 数值 解 为 yi1.; ,又 从 zt 开 


始 采用 步 长 计算 出 ,处 的 数值 解 为 y+1.ws。y,-1.4 和 ,1.2 的 整体 截断 误差 分 别 为 


图 7-7 A(a)- 稳 定 的 模 形 区 域 


CE) 一 yn 一 CC 1 )h? 十 OCh?!) (7., 54) 
hy? 
yt) 一 ys = ct) (3 ) 十 Oh ) (7. 55) 
两 式 相 减 ,得 

rr Vs 一 (六 一 1 ) ele )h? 十 O(h*!) (7. 56) 

由 式 (7. 54) 和 式 (7. 56) 消 去 clz,,i)h?* ,得 

p 
yltsti) Yall,h 一 Cy 一 Yl.ps2 7 十 OCAA ) 


1] — 27 
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由 此 看 出 Vnili.h 的 整体 截断 误差 可 近似 计算 为 


p 
E71i.n 一 y(tnr1) Ya [or 一 ipv2 (7.57) 


h 越 小 近似 程度 越 高 。 式 (7. 57) 称 为 用 外 推 法 估计 误差 ,也 称 为 事后 误差 估计 式 。 
在 通用 的 微分 方程 数值 解法 程序 中 ,通常 包括 外 推 法 估计 误差 及 自动 选择 步 长 的 过 程 。 
关于 自动 选择 步 长 ,其 具体 做 法 如 下 : 设 已 按 选 定 的 某 个 步 长 h(h 二 ho/2” ,整数 x 宇 0) 算 出 满 


足 精 度 要 求 的 数值 解 y, ,然后 以 步 长 h 及 筷 分 别 计算 yi 和 yo+ruwz， 并 用 式 (7. 57) 佑 计 


yj 的 误差 。 如 果 
|exi4 | 二 6 (8 为 给 定 精 度 ) (7. 58) 
是 相差 不 大 , 则 了 到 Vatl 一 .pn 二 1 ,接着 用 同样 的 步 长 h 计算 节点 t,…: 处 的 值 JJ? ; 如 果 si 个 


满足 式 (7. 58) , 则 应 取 闻 为 新 步 长 重新 计算 ,直到 外 推 法 估计 的 误差 小 于 8 为止, 并 在 下 一 步 


的 计算 中 把 这 样 选择 的 步 长 作为 新 步 长 :如果 js- | 远 远 小 于 89, 这 表明 步 长 过 小 ,应 将 步 长 
加 一 倍 , 以 24 压 h。 作为 新 步 长 计算 y,;;。 如 此 继续 下 去 。 一 开始 计算 y 时 ,可 取 hh 二 ho。 


7.5 常 微 分 方程 组 与 刚性 问题 


7.5.1 党 微分 方程 组 初 值 问题 的 数值 解法 


设 有 一 阶 常 微分 方程 组 初 值 问题 
y 一 六 (oo (i=1,2,.%,5) bEZT (7. 59) 
Yilto)=Yyo (i=1,2,",s) (7. 60) 
未 知 郊 数 y, (71),… ,y(t) 的 个 数 s 称 为 微分 方程 组 (7. 59) 的 维 数 。 记 
y= yy ,ys) ， yo = (yw ,yz20 sy0) 
f= Cfisf2ar°r sf) 
则 初 值 问题 (7. 59) (7. 60) 可 表示 为 向 量 形式 
y= fy, bo<t<T (7. 61) 
ye, 一 yo (7. 62) 
只 须 把 一 维和 情形 的 所 有 数值 解法 推广 到 * 维 情形 就 可 用 于 求解 维 初 值 问题 (7. 61)、(7. 62)。 
在 一 维 情形 下 得 出 的 所 有 数值 解法 都 可 看 做 维 数 未 定 ,它们 的 维 数 只 由 求解 对 象 确定 。 例 如 ， 
用 Euler 法 (7. 13) 求 解 下 列 二 维 初 值 问 题 
u = f(trusv), xb) = wo 
I =— g(tfouUuysv), v(to) = vo nt 


则 Euler 法 (7. 13) 就 是 二 维 的 ,求解 公式 为 
= eo (n= 0,1,.…,M—1) 


| Un gt, » Hn Un ) 


若 用 改进 的 Euler 法 (7. 19) 求 解 , 则 求解 公式 为 
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天 |= | 
i k21 加 g(t, yt Un) 
天， 一 |= [7 | 
和 g(t 二 hu 十 hE,v, 十 hk) 


| Un h [人 Hdl 
一 一 -一 ( 一 0, 1 AT 一 1) 
| ea 


对 于 一 维 m 阶 常 微分 方程 初 值 问 题 
y= ft yy ny ), bt<T 
人 (一 0,1, ,7 一 1]) 
可 通过 变量 代 换 化 为 m 维 一 阶 常 微分 方程 组 初 值 问 题 , 再 用 数值 解法 求解 。 
例如 ,对 于 二 阶 常 微分 方程 初 值 问 题 
y= fli,yy), to tT 
bo, = yo, Y(to) 一 yy， 
可 令 z= 王 > (7) , 则 把 此 初 值 问题 化 为 下 列 的 一 阶 常 微分 方程 组 
y 一 z， y(to) = yo 
> = flt,y,z), z(t0) = y'o 
若 用 四 阶 R-K 法 (7.27) 求 解 ， a 


x = [2 |= Zn | 
| | pos) 


Ee pl 之 二 全 
1 
由 + 分 ,yn 十 Fk， 定 1 1 ka ) 
h 
[人 
天 = 时 
,| f( Fy 十 Sh ,Zn 十 Sho ) 


= [a J- Le, i hk | 


= > "+ sl 十 Zk; 十 ZkR1s 十 R1i | 
之 R21 ks 十 2ZR23 + ks 
(7 一 一 一 b， ] ,。 本 1) 


之 nti-1 


其 中 (yo,z0)7 = 二 (yo ,yo0)T。 
例 11 试 写 出 用 中 点 公式 (7. 20) 求 解 下 列 初 值 问题 
y=ty+i+yy, 0<it<20 
LD (0)=1, y(0)=0, y(0) = 一 2 
的 计算 公式 。 
解 ”把 所 给 初 值 问 题 化 为 一 阶 微分 方程 组 初 值 问 题 : 


f 


人 二 之， 7T(0)=0 
y 一 并 y(0)= 1 0 委 上 二 20 
z 二 ty 二 Xxz,， z(0) 一 一 2 
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求解 的 计算 公式 为 
EF » Vo ,zo ) 一 (0,1， — 2)! 


Rill hn 
| | | 
31 hy, 十 nn 之 


ki, 之 十 0, 5hk, 
加 = 一 | Xn 十 0.5ARll 
32 (7 十 0. Ohly, 十 0, Shk, ) 十 (Ca 十 0. Dhk1 ) (Cz, 二 0. Shka ) 


由 一 维 情形 建立 的 有 关 相 容 性 和 收 钙 性 的 概念 和 定理 也 适用 于 多 维 情 形 , 此 时 须要 把 阻 数 

的 绝对 值 换 成 函数 向 量 的 范 数 ,例如 函数 向 量 入 1,y,h) 关 于 向 量 y 的 Lipschitz 条 件 的 形式 为 
Buh) btu ,hh)) LK —u, | 
在 方程 组 的 情形 ,定义 绝对 稳定 性 的 模型 方程 是 ; 维 的 线性 微分 方程 组 
y = Ay (7. 63) 
其 中 A 是 对 角 和 矩阵 ,表示 为 
A = diag(aA ,A ,** ,A,) 

其 中 4,(i 二 1,2,…,s) 皆 为 复 常 数 。 

定义 ” 设 步 长 为 h 二 0 的 单 步 法 (7.6) 用 于 求解 模型 方程 (7.63) 的 初 值 问题 ,并 设 初 始 疝 
量 yw 有 误差 


euo = (el0 ,ez0 C0) 
如 果 在 计算 后 面 的 y, 时 ,由 e。 所 引起 的 误差 
@, = (Epartonr rtm) 


满足 
lime, 一 0 
划 称 单 步 法 (7.6) 对 于 所 用 的 步 长 hh 和 4;(i 二 1,2,…,s) 是 绝对 稳定 的 。 
s 维 线性 多 步 法 的 绝对 稳定 性 定义 与 一 维 情 形 完全 相同 。 
一 维 情形 的 各 种 数值 解法 的 绝对 稳定 区 域 也 是 ; 维 情 形 下 的 绝对 稳定 区 域 。 
例如 ,用 s 维 Euler 法 求解 模型 方程 (7. 63) 的 初 值 问题 。 得 计算 公式 
yi = (ThA)y, 
其 中 I 工 是 ;xs 单位 矩阵 。 设 实际 参加 运算 的 是 y, ,误差 为 e, = 二 y, 一 y,,， 于 是 得 
yr = (T+hA)Y, 
上 面 两 式 相 减 得 
ee 一 (十 及 AD)e， 
因而 有 
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el = (ThA)”™e 
ein-] 一 (1 十 AAS en (1 -一 ] 25) 


当 且 仅 当 
[1 十 Al< 1 (0 一 1.2, 5) 
时 ,有 
lim e, 二 0 
由 此 可 知 ,s 维 Euler 法 的 绝对 稳定 区 域 仍 是 
[i++AhA|< 二 1 (7. 64) 


但 是 ,在 使 用 时 ,4 要 取 遍 4 ,4,,，… ,4,。 
设 方程 组 (7. 61) 是 一 般 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 组 
y = Ay++ yi) (7. 65) 
其 中 A 是 ;Xs 常数 矩 阵 , 并 且 有 ;个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 又 
YE) = Cp) ,pt) ,pT 
用 Euler 法 求解 式 (7. 65) 的 初 值 问 题 , 其 计算 公式 是 
yn = ys hiA y+ Wi)] = (ThA)y, hy,) 
设 e, 一 y, 一 3,, 因 只 考虑 e; 的 传播 , 故 有 
el = (ThA)e, (7.66) 
因 4 有 ;个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 故 存在 非 奇 异 和 矩阵 PP, 使 
PiAP = A = diag(N) ,A, ,A.) 
或 
A = PAP”"' 
其 中 (i 二 1,2,…,s) 是 4 的 特征 值 。 于 是 ,误差 方程 (7. 66) 成 为 
el 一 (十 APAP- )e, = Pl(I 4hA)P'!le, 
或 
1 = (Th A)n, 
其 中 小 二 Pe,, 并 且 当 lim 7, 一 0 时 也 有 lime， 二 0。 由 此 可 知 , 当 用 Euler 法 求解 方程 组 
(7. 69) 的 初 值 问题 须 考 察 绝对 稳定 性 时 ,不 等 式 (7. 64) 中 的 和 要 取 遍 矩阵 4 的 特征 值 ,7， 
…,4,。 同 理 可 知 ,车 用 其 他 方法 求解 式 (7. 65) 的 初 值 问题 须 考察 其 绝对 稳定 性 时 ,那么 ,表示 
绝对 稳定 区 域 的 不 等 式 中 的 4, 也 要 取 遍 和 矩阵 4 的 所 有 特征 值 。 
设 初 值 问 题 (7. 61)、(7. 62) 中 的 方程 组 是 一 般 微 分 方程 组 ,并 设 f 关于 y 的 Jacobi 矩阵 
(简称 微分 方程 组 的 Jacobi 矩阵) 


在 区 间 4 志 { 达 内 有 s 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,那么 ,在 考察 一 个 方法 求解 式 (7. 61) 的 绝对 
稳定 性 时 ,该 方法 的 绝对 稳定 区 域 中 的 》 要 取 凯 矩阵 ?区 的 所 有 特征 值 ， 此 时 各 个 特征 值 可 


能 是 变量 ,选取 有 时 ,要 使 AA 始终 位 于 所 用 方法 的 绝对 稳定 区 域内 。 
例 12 用 四 级 四 阶 R-K 方 法 (7.27) 求 解 初 值 问题 
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y = 1.57r—2.5y— 1.5xz, y(0) = yo 0 三 1 过 100 
z 一 工 一 y 一 3z， Zz(0) 一 zo 


时 ,由 绝对 稳定 性 对 步 长 & 有 何 限制 ? 


解 
一 1.5 0.5 一 0.5 
| 1.5 一 2.5 -ia 


] 一 一 号 


一 一 上 5 十 0.5y 一 0.5z， 0) 一 Zo 


因 
det(CT 一 4) 一 (十 2)(A 十 1)(A 十 4) 
故 4 的 特征 值 为 人 三 一 2 三 一 1, 3 一 一 4。 四 级 四 阶 R- 开 方法 (7. 27) 的 绝对 稳定 区 间 为 
一 2.78 一 风 一 0 
由 Ai,4, 和 4 依次 代 人 上 式 中 的 和, 分 别 得 
0<h<1.39, 0<h<2.78, 0<h< 0.695 
因此 ,对 4 的 限制 应 是 上 述 三 个 不 等 式 的 公共 部 分 0 二 h 二 0. 695。 
例 13 用 Euler 法 求解 初 值 问题 


| X(0) 一 Zo 0 之 1 之 2 
y= 一 Zr 一 5y 二 sint， y(0) 二 yo 
时 ,由 绝对 稳定 性 对 步 长 有 何 限制 ? 
解 
一 工 1 
4=| ,_s 
一 2 一 5 
由 det(X41 一 A)==0 解 得 4 的 特征 值 为 
Al.» 一 一 3 士 V4 一 2 
当 0 委 4<<V2 时 ,都 是 实数 。 对 于 和 ,由 绝对 稳定 区 间 一 2<AA<0, 得 疡 的 取 值 范围 
2 2 
0 二 及 一 -一 一 一 一 一 
,MD 3 
对 于 4, 又 得 
2 
0 COQ 二 hh 二 -一 
i 5 


易 知 , 当 0<1<V2, 对 有 的 限制 为 0<h 一 三。 
当 V2 二 1 过 2 时 ,和 ,= 二 一 3 十 1V217 一 4 ,由 

上 十 AM， | 二 1 

解 得 h 的 取信 范围 : 


0 
0<h< min 3 下 5 一 13 


如 果 在 整个 求解 区 间 0 委 才 2 内 用 不 变 的 步 长 , 则 应 使 疡 满足 
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0<h< 二 


7.5.2 刚性 问题 


设 有 一 阶 微分 方程 组 初 值 问题 
u 一 998x 十 1998v， wu(0)=1 
| , 0 之 tT 
VU 一 一 999vx 一 工 999m， vv(0)=0 
矩阵 
加 998 1 | 
一 999 一 1】999 
的 特征 值 为 访 二 一 1,4; 二 一 1 000。 此 初 值 问题 描述 了 一 个 线性 系统 在 初始 干扰 u(0)=1， 
v(0) 二 0 的 影响 下 ,状态 (u,v)' 的 变化 情况 ,其 解 为 
1 2e 一 e 09 
ee 
随 着 时 间 的 增加 , (u,v)” 将 恢复 原来 的 稳定 状态 (0,0)”。 从 解 的 结构 可 看 到 ,状态 (u,v)7 由 
两 部 分 区 加 而 成 。 相 应 于 = 二 一 1 的 部 分 为 (2e ', 一 e-')', 相 应 于 4 二 一 1 000 的 部 分 是 
(一 ee  ) 。 当 zt 增 加 时 ,相对 于 第 一 部 分 ,第 二 部 分 衰减 得 很 快 , 称 它 为 快 变 部 分 ,而 
第 一 部 分 称 为 慢 变 部 分 。 比 值 
一 max | ReA,|/ min | ReA, | 
越 大 ,快慢 的 差别 也 越 大 。 
现在 考虑 用 数值 解法 求解 ,将 会 看 到 ,由 于 比值 7 大 而 给 选择 步 长 h 造成 困难 。 假 定 使 用 
Euler 法 求解 ,为 使 求解 过 程 绝 对 稳定 ,所 用 步 长 疡 应 满足 11 十 An | 过 1 和 |1 十 h4, | 二 1。 由 前 
者 得 0 二 h 二 2, 由 后 者 得 0 二 hh 二 0. 002, 显 然 应 使 0 二 A 二 0. 002, 也 就 是 步 长 有 由 max| ReX | 决 
定 , 并 且 必 然 是 最 小 的 。 由 于 所 用 步 长 小 ,而 min | Re; | 也 小 ,因而 要 想 把 慢 变 部 分 计算 到 稳 
态 则 所 需 的 步 数 就 多 ,并且 会 使 计算 时 间 长 得 无 法 接受 。 但 是 ,如 果 步 长 疡 由 ) 决定 , 则 要 引 
起 计算 误差 的 积累 ,使 计算 结果 完全 丧失 真实 性 。 
上 述 现象 是 在 由 不 同 刚度 (stiffness) 的 元 件 所 控制 的 系统 中 出 现 的 ,所 以 具有 这 种 现象 
的 微分 方程 组 叫做 刚性 方程 组 或 stiff 方程 组 ,也 叫 病 态 方程 组 。 研 究 刚性 方程 组 的 刚性 程度 
和 求解 问题 就 叫 刚 性 问题 或 stiff 问题 。 
定义 维 常 系数 线性 微分 方程 组 
y = Ay++ yz) 
称 为 刚性 方程 组 ,如 果 和 矩阵 4 的 特征 值 4;(i 二 1,2,…,s) 满 足 条 件 
(1) ReA,=0(1=1,2,. ,5s); 
(2) max | Re2, | >min | ReA, | 。 
并 称 比 值 
r 一 max | Re | 7/ min | ReA; | 
为 刚性 比 。 


对 于 一 般 * 维 微分 方程 组 (7. 61) ,如 果 Jacobi 矩阵 区 的 特征 值 A;(i 二 1,2,…,s) 在 区 间 
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jb 委 ! 委 了 上 满足 上 述 定 义 中 的 条 件 ,那么 ,方程 组 (7. 61) 也 称 为 刚性 方程 组 。 

由 于 刚性 方程 组 是 固有 稳定 的 微分 方程 组 , 即 Reh; 二 0(i 二 1,2,…,s), 所 以 ,4; 总 位 于 
上 二 h4 复 平面 的 左 半 平面 。 如果 使 用 A -稳定 的 方法 求解 , 则 对 任意 的 步 长 h 二 0,y==hh;(i= 
1,2,…，,s) 总 位 于 方法 的 绝对 稳定 区 域内 。 此 时 ,只 须 从 截断 误差 的 控制 考虑 步 长 的 选择 。 如 
果 使 用 A(a)- 稳 定 的 方法 求解 ,那么 ,只 要 所 有 的 4; 都 位 于 所 用 方法 的 W。 区 域内 ,就 总 有 
hjiEW, 而 不 论 产 >>0 为 何 值 。 此 时 ,同样 只 须 从 截断 误差 的 控制 考虑 步 长 的 选择 。 因 此 ,A - 
稳定 或 A(a)- 稳 定 的 方法 都 适用 于 求解 刚性 方程 组 。 梯形 法 以 及 各 种 Gear 方法 都 是 求解 刚 
性 方程 组 常用 的 方法 。 

到 目前 为 止 ,A -稳定 和 A(a)- 稳 定 的 方法 都 是 隐 式 方法 。 因 此 ,对 s 维 的 刚性 方程 组 ,应 
用 隐 式 线性 & 步 法 求解 时 ,每 计算 一 个 y,-: 都 要 用 迭代 法 求解 一 个 :元 非 线 性 方程 组 ,通常 采 
用 Newton 法 或 离散 Newton 法 求解 。 

在 实际 应 用 中 ,还 有 一 类 隐 式 非 线性 单 步 法 可 用 于 求解 刚性 方程 组 ,就 是 隐 式 Runge - 
Kutta 方法 ,简称 隐 式 R- 开 方法 。 

N 级 隐 式 RK 方法 的 一 般 形式 是 


N 
| 一 .yn 十 h > jck; 
i= 1 


ki 一 f(t tahsyst Dbsk;) (i= 1,2,.%,N) 
下 面 是 常用 的 三 个 隐 式 R -KK 方法 。 


一 级 二 阶 公式 : 
yar 二 yn 十 hi 
1 
ki 一 f(t 十 一 hy; 十 二 ki) 
2 2 
二 级 二 阶 公 式 : 
yn 一 多 十 到 (R 二 下) 
Rk 一 f(t,, yr) 
k, = f (4 十 hsys 十 名 (和 +&)) 


yi = yy, Sk 4k,) 


k! = f(s, 十 (1),y, 十 名 十 (1 )m,) 


ka = (十 (二 十 间 )hy 十 (十 二 误 )M1 十 生 h) 
隐 式 R- 开 方法 是 A -稳定 的 ,并 且 可 以 构造 出 N 级 2N 阶 隐 式 R -KK 方法 。 用 NN 级 隐 式 
R 一 开 方 法 求解 一 个 * 维 的 微分 方程 组 初 值 问题 ,每 计算 一 步 都 要 求解 一 个 含 sN 个 未 知 量 6; (r= 
1 2 一 12 和) 的 非 线性 方程 组 ,因此 ,高 级 的 隐 式 及 -天 方法 在 实际 计算 中 不 常用 。 
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习 十 


1. 试 写 出 用 Euler 法 求解 初 值 问题 
y = y(t—y), 0Zt0.5 
[eo) 一 1 
的 计算 公式 , 取 步 长 h= 二 0. 1, 并 写 出 求解 结果 。 
2. 试 写 出 用 Euler 法 求解 初 值 问 题 
y=t—y, 0<it<0.8 
oo 2 


的 计算 公式 , 取 步 长 h==0.2, 写 出 求解 结果 ,并 与 精确 解 y(t) 二 3e ' 十 1 一 1 作 比 较 。 


3. 试 瑟 出 用 改进 的 Euler 法 求解 初 值 问 题 
r =— +1, 0<it<l 
y—1i 
y(0)=2 
的 计算 公式 , 取 步 长 hh 二 0.2, 并 写 出 求解 结果 。 
4. 试 写 出 用 中 点 公式 (7. 20) 求 解 初 值 问 题 
| 
y(0)= 二 2 


的 计算 公式 , 取 步 长 h=0.2, 并 写 出 求解 结果 ,再 与 精确 解 y(t) = 二 1 十 (1 十 1)* 作 比 较 。 
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(7.67) 


5. 试 写 出 用 四 阶 Runge - Kutta 方法 (7. 27) 求 解 初 值 问 题 (7.67) 的 计算 公式 , 取 步 长 


hh 二 0.2, 并 写 出 计算 结果 ,再 与 精确 解 作 比 较 。 
6. 试验 证 :求解 初 值 问题 (7. 1) (7. 2) 的 单 步 法 


ynrl 一 yn + 多 |3f Cty,) 十 5f (4 + Sh,y, + Shf (sy) ) | 


是 二 阶 方法 。 
7. 下 列 单 步 法 是 否 与 微分 方程 (7. 1) 相 容 : 


(1) y,,; 一 y+ FLf ly) + 2f 6 + hy 二 hflt, ,ya)) | ; 


h 
(2) Vl > VY, +hf (# 十 好 , 却 》 + 多 fC 1 ) o 


Do = {(t,y) to SiRT,|y|< %) 


内 连续 和 有 界 且 对 变量 1 和 y 满足 Lipschitz 条 件 , 试 证 :改进 的 Euler 法 是 收敛 的 方法 ( 设 步 


长 4 的 范围 为 0 委 A<<Ao ) 。 
9. 用 Euler 法 求解 下 列 初 值 问题 时 ,由 绝对 稳定 性 对 步 长 各 有 何 限制 : 
y 二 一 5y 十 ln (1 十 1)， 0 二 :雪人 
y(0) 一 ya 


(1) 


(7.68) 
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/ 四 。 Tt 
一 ee ‘一 3 tf， 0 所 1 上 委 一 
(2) ° ” > 3 (7. 69) 


y(0)=1 
10. 用 二 级 二 阶 R -KK 方法 求解 初 值 问题 


| 2 01<? 


lz 
y(0)=0 

时 ,由 绝对 稳定 性 对 步 长 有 何 限制 ? 

11. 证 明 : 四 阶 R -KK 方法 (7.27) 的 绝对 稳定 区 域 为 

12. 用 四 阶 R -KK 方法 (7. 27) 求 解 初 值 问 题 (7. 68) 和 (7.69) 时 ,由 绝对 稳定 性 对 步 长 h 
各 有 何 限制 ? 

13. 试 确定 系数 a 和 有 ,使 线性 二 步 法 

ye 一 ay 十 pH 

具有 尽 可 能 高 的 阶 , 并 求 局 部 截断 误差 和 阶 数 。 

14. 试 确定 具有 最 高 阶 的 线性 三 步 显 式 方 法 ,并 求 局 部 截断 误差 和 阶 数 。 

15. 试 确 定 具 有 最 高 阶 的 线性 三 步 法 ,并 求 局 部 截断 误差 和 阶 数 。 

16， 试 确定 三 步 三 阶 的 Gear 方法 的 系数 ,并 求 局 部 截断 误差 。 

17. 证 明 :线性 二 步 法 


yo 一 十 总 CH- 十 87 一 fi) 


与 微分 方程 (7.1) 相 容 , 并 且 当 计算 开始 值 y; 的 单 步 法 是 收 伍 的 方法 时 它 也 是 收 伍 的 。 

18. 证 明 :对 于 初 值 问题 (7. 1) 7. 2) , 当 计算 开始 值 y ,y: 的 单 步 法 是 收 钙 的 方法 时 ,三 
步 三 阶 的 Gear 方法 也 是 收敛 的 。 

19. 试 检查 下 列 线 性 多 步 法 是 否 与 微分 方程 (7. 1) 相 容 , 是 否 满足 根 条 件 : 


(1) yw = 2y, 十 蕊 (5 + 8f,— f.1); 


< ] 


(2) yn = Ly CO— yh fi CO— f,); 
(3) ynrz = 加 十 ACT 一 广 )。 
20. 试 求 下 列 差分 方程 的 通 解 : 
ee 一 Ye 十 16ce， 一 12e 二 0 (n=0,1,.…) 
21. 试用 边界 轨迹 法 求 下列 线 性 多 步 法 的 绝对 稳定 区 域 : 


(1) yr 一 多 十 到 CA 十 3 广 )， 《7. 70) 


(2) Hamming 方法 (7. 41) 。 
22. 试 求 下 列 线性 二 步 法 的 绝对 稳定 区 间 


(1) yy ， = (3ym — y,) 十 匣 (11fw 十 8F — 7f,); 


(2) yorrrl 一 yn-1 十 2hf,; 


第 7 章 常 微 分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 213 


《3 ) Vl 一 6% 十 i) 十 他 (fn 一 所 十 3f1)。 


23. 试 写 出 用 四 阶 RK 方法 (7. 27) 求 解 初 值 问题 
人 >y(40) 一 工 0o< 二 10 
2 = tyz, zt0)=2 
的 计算 公式 ( 步 长 用 有 表示)。 
24， 试 写 出 用 线性 二 步 法 (7. 70) 求 解 初 值 问题 
y 一 一 200y 一 20y，0 近 上 过 10 
[0, =1, y (0)=1 
的 计算 公式 ,并 判断 ;由 绝对 稳定 性 对 步 长 h 有 何 限 制 ? 
25. 试用 四 阶 R -KK 法 (7. 27) 求 解 初 值 问题 
ysiny 二 0，0 达 1 过 2 
[0 二 1]，y(0)= 二 0 
( 取 步 长 hh 二 0. 4)。 
26. 用 改进 的 Euler 法 和 上 ==6 的 Gear 方法 求解 初 值 问 题 
上 XZ(0O) 一] 
y 一 一 27z 一 5y 十 靖 ， y(0) = 1 
由 绝对 稳定 性 对 步 长 h 各 有 何 限 制 ? 
27. 试 写 出 用 中 点 公式 (7. 20) 求 解 初 值 问题 
7 一 一 27z 十 妃 一 zcost， 0) 一 0 
| 一 一 2y 十 zsin ti， y(0)= 二 1 0 过 上 过]10 
z = ysint— 2z— £1, z(0) 一 2 
的 计算 公式 ,并 判断 ;由 绝对 稳定 性 对 步 长 h 有 何 限制 ? 
28. 用 Euler 法 求解 初 值 问 题 


a 二 一 十 ty 十 9(1)， 7X(0) 三 .0 
| ， 0 和 上 入 1] 
y 一 一 一 27 十 (1， y(0) = yo 
时 ,由 绝对 稳定 性 对 步 长 hh 有 何 限制 ? 
29. 求 下 列 方程 组 的 刚性 比 
“一 一 10 9 9 (fo) = 0 
” ZT 十 9y 立 Xx ) teT 


y 一 10z 一 11y， y(tf60)= ~ 
又 问 :用 四 阶 R-K 方 法 (7.27) 求 解 时 ,由 绝对 稳定 性 对 步 长 hn 有 何 限 制 ? 
30. 设 有 微分 方程 组 
y 一 4y 十 我 1 
其 中 4 是 yxXs 的 常数 矩阵 ,其 特征 值 4;(i==1,2,…,s) 均 为 负 实 数 , 且 刚 性 比 是 10: 。 如 果 用 
Euler 法 求解 ,并 从 上 = 一 0 计算 到 满足 条 件 
er" < 0.001 (i= 1,2,.,s) 
的 1, 问 ;至 少 要 计算 多 少 步 ? 
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本 章 只 简要 介绍 几 种 最 典型 的 偏 微分 方程 定 解 问题 的 差分 解法 ， 
8.1 桶 辆 型 方程 第 一 边 值 问题 


椭圆 型 方程 最 典型 的 是 Poisson( 泊 松 ) 方 程 
.gu ,du 


若 f(x,y) 三 0, 则 方程 (8.1) 成 为 
Au 二 0 (8. 2) 
方程 (8. 2) 称 为 Laplace( 拉 普 拉 斯 ) 方 程 。 椭 圆 型 方程 的 定 解 条 件 主 要 是 边界 条 件 。 
定 解 问题 
Au = f(xXyy), (ry)EN (8.3) 
ul = ory), (XxX,y) ET (8. 4) 
称 为 Poisson 方程 第 一 边 值 问 题 。 其 中 0 是 Oxy 坐标 面 上 的 一 个 有 界 区 域 , 矿 是 人 2 的 边界 ， 
条 件 (8. 4) 称 为 边界 条 件 ,f(x,y) 和 p(x,y) 都 是 已 知 函 数 。 求 解 第 一 边 值 问 题 (8. 3)、(8. 4) 
就 是 要求 出 未 知 酒 数 wxCz,y) ,使 它 在 区 域 2 内 满足 方程 (8. 3), 在 02 的 边界 厂 上 满足 边界 条 
件 (8.4)。 总 假定 问题 (8. 3)、(8.4) 是 适 定 的 , 即 它 的 解 xz,y) 存 在 .唯一 且 连 续 地 依赖 于 函 
数 f(xX,y) 和 q(x,y) ,又 假定 它 的 解 u(x,y) 在 Q 内 充分 光滑 。 
差分 解法 和 有 限 元 法 是 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 两 种 主要 数值 解法 ,但 这 里 只 介绍 差 
分 解法 。 本 习 将 介绍 第 一 边 值 问题 (8. 3)、(8.4) 的 差分 解法 。 


8.1.1 差分 万 程 的 建立 


在 Ory 坐标 面 上 取 定 一 点 (xo ,wo), 用 两 组 平行 直线 
二 Xo 十 雇 (1 二 0, 十 ,十 2,'…) 
yy 三 yo 二 jt 4 一 0, 士 1, 士 2，…) 
构成 矩形 网 格 覆 盖 整 个 Oxy 坐标 面 , 见 图 8 - 1,h>>0,r>0 分 别 是 工 方向 和 y 方向 的 步 长 。 
两 组 平行 线 的 交点 (zi,yj) (i,j 二 0, 土 1, 土 2,…) 称 为 节点 。 如 果 两 个 节点 沿 x 方向 (或 y 方 
向 ) 的 距离 只 差 一 个 步 长 , 则 称 为 相 邻 节点 。 车 一 个 节点 属于 QUT, 并 且 它 的 四 个 相 邻 节点 均 
属于 QUT, 则 此 节点 称 为 正则 内 节点 (图 8 - 1 中 画 - 者 ) ,正则 内 节点 的 集合 记 为 2.; 若 一 个 
节点 属于 QUT, 并 且 它 的 四 个 相 邻 节点 中 至 少 有 一 个 不 属于 QUT, 则 此 节点 称 为 非 正则 内 节 
点 (图 8 - 1 中 画 e 者 ) 。 网 格 线 与 边界 线 卫 的 交点 称 为 边界 点 (图 8 - 1 中 画 X 者 )。 问 题 是 要 
求 出 第 一 边 值 问题 (8. 3) (8. 4) 在 正则 与 非 正则 内 节点 上 的 数值 解 。 
为 简化 记号 ,把 节点 (zy) 简 记 为 (人 7 把 xz yy) 简 记 为 xi 力 。 由 一 元 函数 的 Taylor 
级 数 ,可 得 二 阶 偏 导数 的 下 列表 达 式 


第 8 章 偏 微分 方程 的 差分 解法 215 


| 
A 
TT 
TE 


图 8-1 正则 内 节点 、 非 正则 内 节点 与 边界 点 


(了 一 三 [xi 十 117) — 2uCi,j) + ui 1,))] + Om’) 
tis) 

( 弱 ) = 去 [Gj D246) twinj— DI+OCr’) 
在 正则 内 节点 (i,7) E02;., 处 , 偏 微分 方程 (8.3) 可 表达 为 


A (i,j) = aLuCit 17) — 2u(i,)) 二 uli—1,j))]+ 


二 [uCi,j 十 了 ) — 2u(i,)) + uli,j—1)] = 


fij 十 DO) + Or:) (8. 5) 
其 中 fi 二 f(xi,y;)。 在 式 (8.5) 中 略 去 OC(h?) 十 OCr ?), 得 到 偏 微分 方程 (8. 3) 在 点 (i,j) EE 
2 :处 的 近似 方程 

An (Cryy) 人 fi.; (8.6) 

把 此 近似 方程 的 近似 等 号 改 为 等 号 ,又 用 4.; 表 示 w(i,j) 的 近似 值 ,就 得 到 偏 微分 方程 (8. 3) 
在 正则 内 节点 处 的 差分 近似 

1 

Anruij 三 hz 

A — Lui 十 Wi, ji1 ) 一 三 (2,7) 二 (2 ，: (8.7) 


r 


当 u(i,7) 是 仿 微 分 方程 (8. 3) 的 解 时 ,近似 等 式 (8. 6) 的 误差 为 


(Ui. 7 Zu,. ;7 wi.;) 十 


OCh) 十 OCr?), 简 记 为 OC(h? 十 r*)。 这 个 误差 称 为 用 差分 方 二 
程 (8.7) 下 近 偏 微分 方程 (8.3) 的 截断 误差 ,并 且 称 差分 方程 (8. 7) 7 
对 和 yy 都 是 二 阶 精 度 的 。 

差分 方程 又 称 为 差分 格式 。 由 于 式 (8. 7) 用 到 五 个 节点 ( 见 “一 站! 


图 8-2), 故 又 称 式 (8. 7) 为 五 点 格式 。 当 h 二 + 时 ,差分 方程 (8.7) 
简化 为 图 8-2 五 点 格式 的 节点 
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Cun 十 Ui_ 一 1 ,7 二 wi ,十 1 十 wi. ‘jl — 4u;.;) -一 广 (1,7) € 0 《8. 8) 


Anui,; 三 


这 里 2， 表示 当 h4==t 时 正则 内 节点 的 集合 。 

在 差分 方程 (8.7) 或 者 (8.8) 中 ,方程 的 个 数 等 于 正则 内 节点 的 数目 ,但 未 知 数 除 了 正则 内 
节点 上 的 值 之 外 ,还 包括 一 些 非 正则 内 节点 上 的 4 值 。 所 以 ,要 计算 出 微分 方程 (8. 3) 在 所 
有 内 节点 上 的 数值 解 , 单 靠 方程 (8.7) 或 (8. 8) 是 不 够 的 ,必须 使 用 边界 条 件 。 


8. 1.2 边界 条 件 的 使 用 


这 里 仅 讨 论 关 王 z 的 情形 。 

若非 正则 内 节点 恰好 是 边界 点 ,图 8 - 3 中 的 点 A 就 是 
这 种 点 , 则 由 边界 条 件 (8.4) 可 知 

wa 一 op(A) 

对 于 不 是 边界 点 的 非 正 则 内 节点 ,例如 图 8-3 中 的 C 
点 ,有 两 种 处 理 方法 。 

一 种 是 直接 转移 法 。 取 与 点 C 距离 较 近 的 边界 点 (例如 图 8-3 非 正则 内 节点 C 与 
图 8 -3 中 的 点 D) 上 的 z， 值 作为 wx(C) 的 近似 值 wx, 即 边界 点 的 关系 

uc = u(tD) = CCD) 2 ul(C) (8.9) 


这 时 有 
[ulC)—uc (=| u(r | | CD <Ah|u ,rod |, yc Ey 
可 见 ,近似 式 (8.9) 的 截断 误差 为 O(h)， 
为 一 种 是 线性 插值 法 。 在 图 8-3 中 , 取 边 界 点 B 与 正则 内 节点 (也 可 取 边 界 点 DD 与 正 
则 内 节点 下 ) 作 为 插值 节点 对 点 C 作 线 性 插值 ,得 


_ Xec™ XE Xo HB 
7 Tt rE) 一 BB) + EE) 《8. 10) 
其 中 5= |BC|。 根据 线性 插值 公式 的 余 项 结构 ,有 
| u(C)—uc | 一 时 :exe 一 za)(ze — ze) < 
2 | 9 ， 
3 Ye Xs ET TF 


可 见 用 式 (8. 10) 右 端 表示 u(C) 的 近似 值 uc ,其 截断 误差 是 OCh? ) ,与 差分 方程 (8. 8) 的 截断 误 
差 同 阶 。 

总 之 ,利用 边界 条 件 (8. 4) 对 非 正 则 内 节点 进行 以 上 的 处 理 所 得 到 的 方程 与 式 (8. 8) 联 立 ， 
就 组 成 了 一 个 方程 数目 与 未 知 数 数目 都 等 于 全 部 内 节点 数 的 线性 代数 方程 组 。 求 解 这 个 方程 
组 就 得 到 第 一 边 值 问题 (8. 3) (8. 4) 的 数值 解 。 

例 1 设 Q2UT 如 图 8-4 所 示 。 网 格 为 正方 形 , 步 长 为 h。 试 写 出 第 一 边 值 问 题 (8. 3)、 
(8.4) 的 差分 格式 。 

解 ” 由 式 (8. 8) ,得 微分 方程 在 正则 内 节点 上 的 差分 近似 

Uj 十 Uj 十 tii 十 Wj 一 wu; = hf 
(1,7) = (1,1),(2,1) 

由 边界 条 件 得 
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图 8-4 例 1 附 图 


zi = 9(B), ws = oD), uw 一 PCQ) 
又 用 直接 转移 法 ,得 
Ui? = OPC), io = oP) 
的 


to.l 一 让 A 二 
0 十 (F) 
2 PE 


可 见 , 基 有 四 个 未 知 数 w ;ui ,vu i sis ,和 四 个 方程 未 知 数 的 排列 次 序 通 常 按照 所 在 节点 
从 下 到 上 、 从 左 到 右 的 原则 ;各 个 方程 则 按照 它们 所 对 应 的 节点 的 次 序 排列 。 于 是 .所 求 的 差 
分 格式 为 

A 
zol 一 4 十 zt 一 六 万 一 CC) 一 CCQ) 
za, 一 428. 十 Us.1 一 1 — 9(D) — oP) 


Wo,1 一 


6, 加 
一 Pr 十 U3.] 站 —— (FE) 


它 的 矩阵 形式 为 


9 | 四 | ho A) 
”一 了 1 hiro” 
1 一 4 1 2 .1 六 fi $C) — 9(Q) 


1 一 4 1 | | | 


| Us. 
六 十 人 oF) 
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8.1.3 差分 方程 组 解 的 存在 唯一 性 


设 网 格 是 正方 形 的 ,边界 条 件 的 处 理 采 用 直接 转移 法 , 则 相应 于 第 一 边 值 问题 (8. 3)、(8、 
4) 的 差分 方程 组 为 
人 == Cn 十 zi 十 2 十 2 一 4 站 一 太后， c8 11) 
uj = 9P), (i) ENPET, 
其 中 忆 是 TI; 中 最 靠近 (i,7) EQ 的 点 ,0 是非 正 则 内 节点 集合 ,是 边界 点 集合 。 式 
(8. 11) 又 称 为 差分 方程 边 值 问题 。 
定理 8. 1( 极 值 原理 ) 设 {v;;}) 是 定义 在 点 集 02 ;U9 上 的 一 组 数 ,如 果 
(1) vw; 关 常数 ,(i,7) EQ U0,; 
(2) Anvij 0CAvi; 0) , (i,)) EQ',, 
则 数组 (vw, } 不 可 能 在 点 集 Q2'; 上 取得 正 的 最 大 值 ( 负 的 最 小 值 )。 
证 用 反 证 法 。 设 存在 节点 (i ,jo)E 0 ,使 


Vi,j, = max{vi.j} >0 
由 条 件 (1) 可 知 , 在 与 (i,,j。) 相 邻 的 节点 中 ,至 少 有 一 个 节点 (i ,ji), 使 
Vi 二 Vi 
因而 有 
Anvi,j;, < 0 


这 与 条 件 (2) 相 矛 逢 。 因 此 , (vw.;) 不 可 能 在 点 集 0Q', 上 取得 正 的 最 大 值 。 
同 理 可 证 男 一 种 情况 。 
证 毕 。 
定理 8.2 差分 方程 组 (8. 11) 的 解 存在 且 唯 一 。 
证 只 须 证 明 相 应 的 齐 次 线性 方程 组 
Ai = 0, (i,j) € 0Q', (8. 12) 
| Ui,; 一 0， (i,7) Es, (8.13) 
只 有 和 零 解 。 
若 ;三 c( 常 数 ),(i,))) EQ,U0;, 则 由 式 (8.13) 知 c=0， 
今 设 uj 关 c( 常 数 ),(i,j) E04,UO, 则 由 式 (8. 12) 并 根据 极 值 原理 的 第 一 种 情况 可 知 
{ui} 只 能 在 02; 上 取得 正 的 最 大 值 。 但 在 QI， 上 wu; 二 0, 故 有 
Uij; RO0, (i,7) EE (9 U 0 
叉 由 式 (8. 12) 并 根据 极 值 原理 的 第 二 种 情况 可 知 {u;) 只 能 在 (7Y; 上 取得 负 的 最 小 值 ,但 在 
人 ,上 wu.; 二 0, 故 有 


uj; 0, Gj) E QU 
综合 两 者 ,可 知 

uj =0, (7 €E QUN, 
证 毕 。 


8.2 执 物 型 方程 初 边 值 问题 


抛物 型 方程 最 典型 的 是 常 系数 扩散 方程 
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du ou (8. 14) 
ot 9x’ 
其 中 常数 >0。 常 系数 扩散 方程 的 定 解 问题 分 为 初 值 问 题 和 初 边 值 问 题 两 种 。 初 值 问 题 是 
习 一 疗 0< 上 < 了 了 ， cri 《8. 15) 
ot 9x 
u(xX,0) = P(r), 一 ce 二. 了 工 所 ce (8. 16) 
其 中 g(x) 是 已 知 函 数 , 式 (8. 16) 称 为 初始 条 件 。 初 边 值 问题 为 
2 一 05， 0 过 tT, 0<zr</ (8. 17) 
u(x,0) = p(x), Orel (8.18) 
u(0,t) = p(t), ul(lt) = ppt), OtRT (8. 19) 


其 中 p40) yo Ci, 2(z) 是 已 知 函 数 ,并且 满 足 (0) = (0) PC) 一 上 (0)。 式 (8. 19) 称 为 第 一 
类 边界 条 件 。 边 界 条 件 也 可 以 是 


(FE hu) = f(t) 
人 0 二 1 二 工 (8. 20) 
(+) = ph) 


其 中 多 () 宇 0,4;(1) 宇 0 ,p01) ,ps (2) 都 是 已 知 函数 。 当 和 (1) 和 h(i) 都 恒 为 零 时 , 式 (8.20) 
称 为 第 二 类 边界 条 件 ; 当 | | 十 |X2(7) | 闫 0 时 , 式 (8. 20) 称 为 第 三 类 边界 条 件 。 
总 假定 上 述 定 解 问题 都 是 适 定 的 ,并 且 它 们 的 解 u(xz,?) 在 求解 区 域内 充分 光滑 。 
定 解 问题 (8.15)、(8. 16) 的 求解 区 域 是 


2;: 0 委 上 委 一 29 所 工 所 co 
而 定 解 问题 (8. 17) 一 (8. 19) 的 求解 区 域 是 
.22 : 0 去 1 过 T，0 过 z 扫 / 


在 这 两 个 定 解 问题 中 ,t 一 般 表 示 时 间 , 称 为 时 间 坐 标 ;z 一 般 表 示 位 置 , 称 为 空间 坐标 。 
8.2.1 差分 方程 的 建立 与 定 解 条 件 的 离散 化 


用 差分 解法 求解 上 述 定 解 问题 ,首先 要 对 求解 区 域 网 格 化 。 用 平行 于 z 轴 和 平行 于 上 轴 
的 直线 将 求解 区 域 分 为 若干 个 长 方形 网 格 ,z 方向 的 步 长 记 为 h,t 方 向 的 步 长 记 为 c,h 和 r+ 当 
为 正 的 常数 。 网 格 节点 称 为 节点 。 对 于 区 域 Q1 ,市 点 坐标 是 
| 一 RPR 一 0, 土 1, 十 2) 


,并 ]) 


对 于 区 域 2: ,节点 坐标 是 


1 = jt (j=0,1.oms m= [二 | 


参看 图 8 -5 和 图 8 -6。 位 于 求解 区 域 边界 上 的 节点 称 为 边界 节点 ,其 余 位 于 求解 区 域内 
部 的 让 点 称 为 内 节点。 
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图 8-5 初 值 问题 求解 区 域 的 网 格 化 图 8-6 初 边 值 问题 求解 区 域 的 网 格 化 


类 似 于 8. ] 万 的 规定 ,点 (zx ) 简 记 为 (R,7) , 困 数 值 u(x ,;t ) 简 记 为 ul(k,]) ,用 表示 
x RD 的 近似 值 。 
利用 一 元 果 数 的 Taylor 级 数 , 可 推出 下 列 偏 导数 的 差 商 表达 式 : 


( 孚 ) 一 LA 十 1 一 KR) ,Or) (8. 21) 

9t /人 [a 

(到 | RD uk 1) ,Or) (8. 22) 
9t ) T 

() ~ RID uk,j— Ll) ,er?) (8. 23) 
9 Jos.) 2T 


于 ) _ tu On) (8. 24) 


= 
1. 古典 显 式 格式 


利用 公式 (8. 21) 和 (8. 24) ,在 内 节点 (&,7) 处 , 偏 微分 方程 (8. 14) 可 表示 为 
让 
这 里 ,OC(r 十 所 ) 表 示 OC7) 十 OG?)。 在 上 述 等 式 中 上 略 去 OC(t 十 及 ) 项 ,得 到 偏 微分 方程 (8. 14) 
在 内 节点 (&,j) 处 的 近似 方程 
ul(k,i; 二 1)— ul(k,j) R17) — 2u(k,I) + ulko 1,7) 
一 ~ ee h? 


T 


(8. 25) 


把 式 (8. 25) 中 的 近似 等 号 改 为 等 号 ,就 得 到 在 内 节点 (4, 站 处 逼近 偏 微分 方程 (8. 14) 的 差分 方 
程 


ti 一 Wp,; -一 7 tt) 一 CN 十 ZL 一 1 
z hp’ 
为 便于 计算 ,把 此 差分 方程 改写 成 
Upsjtl 一 CUI 二 (1 — 2ar)w,; + arue.; 《8. 26) 


其 中 r== 声 , 称 7 为 网 格 比 。 
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当 是 方程 (8. 14) 的 解 时 ,近似 等 式 (8. 25) 的 误差 Olr 十 有 ) 称 为 差分 方程 (8. 26) 通 近 偏 
微分 方程 (8. 14) 的 截断 误差 。 可 见 ,差分 方程 (8. 26) 对 时 间 :是 一 阶 精 度 的 ,对 空间 z 是 二 阶 


精度 的 。 
差分 方程 (8. 26) 所 用 到 的 节点 如 图 8 -7 所 示 。 出 现在 
式 (8. 26) 中 的 节点 是 相 邻 两 个 时 间 层 上 的 节点 ,并 且 在 后 一 时 广 ] 


闻 层 上 只 含 一 个 节点 处 的 zx 值 xi 只 要 知道 前 一 时 间 层 上 

三 个 节点 处 的 zx 值 x wy 和 xy 就 可 由 式 (8. 26) 直 接 计算 

ui.j-1。 称 差分 方程 (8. 26) 为 二 层 显 式 格 式 , 又 称 为 古典 显 式 

格式 。 图 8~7 古典 显 式 格式 的 节点 
为 了 把 方程 (8. 14) 化 为 差分 方程 求解 ,除了 对 方程 (8. 14) 

建立 差分 近似 外 ,还 要 对 定 解 条 件 进 行 离散 化 。 对 初始 条 件 (8. 16) 和 (8. 18) 分 别离 散 化 为 


大 一 】 k+! 


uso = PRkhR) (k=0,+1, +t2,.…) (8. 27) 
uo = p(kh) (k= 1,2,.,N—1) (8. 28) 

对 于 第 一 类 边界 条 件 (8. 19) ,离散 化 为 
uo = pr), un 一 m(Or) (0 一 0,1, 7) (8. 29) 


对 于 第 二 、 三 类 边界 条 件 (8. 20) ,使 用 公式 
du u(l,7) — uw(0,7) 
( ),, = 和 +O(h) 


dx 

au uN,) uN—1,)) 

(器 ) = + Oh) 
得 到 式 (8. 20) 在 边界 节点 (0,7) 和 (N,j) 处 的 差分 近似 


i A jr) wo, = A CT) 


(8. 30) 


Me + hjr) uv,; = pa (Jr) 


(J 一 0,1，……，,77) 


这 种 差分 近似 的 截断 误差 是 OC4) ,其 精度 是 一 阶 的 , 比 差分 方程 (8. 26) 对 空间 z 的 精度 低 一 
阶 。 为 提高 (8. 20) 离 散 化 后 的 精度 , 改 用 公式 


(0.7) h 


ax 2 
au _ uN+1,7)—uN—1,)) ， 
( 灵 ) 、， 加 2h A ) 


得 到 式 (8. 20) 在 边界 节点 (0,7) 和 (CN,7 站 处 的 另 一 种 差分 近似 


Uj; Hl.,; 


2 一 人 (JT) uo, 一 一 Hi1 (JT) 


(8. 31) 
et + Aljr)un,; = pa (IT) 


这 种 差分 近似 的 截断 误差 是 O(h*)。 但 是 式 (8. 31) 中 含有 求解 区 域 之 外 的 点 (一 1,7) 和 


(N 十 1 'j) .因此 必须 设法 消去 式 (8. 31) 中 的 u-1.; 和 UN+tl,jo 
假定 扩散 方程 (8. 17) 在 边界 上 也 成 立 , 则 可 以 把 内 节点 处 的 差分 方程 (8. 26) 推 广 到 边界 
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节点 上 。 在 左边 界 节点 上 ,有 


to .iil 一 arui.; + (1 ~— 2ar)wo,; + arui.; (8. 32) 
由 式 (8. 31) 的 第 一 个 方程 与 式 (8. 32) 联 立 消去 u_1.; ,得 到 
Uo,s+! = {1— 2ar[l++ A Cr) |} wo,; + Zarui,; ~— 2arhp (jr) (8. 33) 
在 右边 界 节 点 上 , 式 (8. 26) 成 为 
UN = arun_i.; 二 (1 — 2Zar)un.; + arunr.; (8. 34) 
由 式 (8. 31) 的 第 二 个 方程 与 式 (8. 33) 联 立 消 去 ww-1,; ;得 到 
UN 一 Zarun ;二 {1 — 2ar[l lt RA Cc) aun, + 2arhps (7) (8. 35) 


公式 (8. 33) 和 (8. 35) 给 出 了 第 二 ,三 类 边界 条 件 (8. 20) 的 差分 近似 ,其 截断 误差 是 OC(h?)。 
偏 微 分 方程 的 差分 近似 与 离散 化 了 的 定 解 条 件 一 起 构成 了 一 个 差分 方程 定 解 问题 ,用 它 
的 解 近似 代替 原 偏 微 分 方程 定 解 问 题 的 解 。 
对 于 初 值 问题 (8. 15)、(8. 16) ,使 用 式 (8. 26) 和 (8. 27) ,得 到 如 下 的 差分 方程 定 解 问题 
Mi 一 UU el,; 十 《1 一 ar ) wus,; 十 UT HU pl, 
(二 0, 十 1, 土 2,…;j 二 0,1,"…*,m 一 1) (8. 36) 
uo 一 PRh) (k=0,+1,+ 2,.) 
当初 始 条 件 给 定 后 ,由 格式 (8. 36) 可 逐 层 逐 点 计算 节点 上 的 x 值 。 
对 于 第 一 类 初 边 值 问题 (8. 17) (8. 18) 和 (8. 19) ,使 用 式 (8. 26)、(8. 28) 8. 29) ,得 到 
Ul = Aaruei,; 十 (1 一 20r)t2 十 QU 
(& 一 1,2… ,人 N 一 1;7 一 0,1, ,六 一 1) 
Uo 一 Pkh) (k=1,2,.…,N—1) ‘8.37) 
Uo = MT), Un = (Tt) (7 = 0,1,.,m) 


格式 (8. 37) 也 是 逐 层 和 逐 点 计算 节点 上 的 x 值 。 格 式 (8. 37) 还 可 表示 成 矩阵 形式 
Ui = Au; 二 ff (7 一 0, 1 ,7 一 1) 


ro 一 中 
其 中 
1 2ar ar 
ar 工 一 2ar ar 
A= 
ar 
ar 1 一 2ar 

uu; 一 Cai Ua UN ) 

f; = (Cary (jt) ,0 0arp CT)) 


P= Cplh), poh) ,O(N -1)h))T 
对 第 二 、 三 类 初 边 值 问 题 (8. 17) (8. 18)、(8. 20), 使 用 式 (8. 26)、(8. 28) (8. 33) 、(8. 35)， 
得 到 
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Us 一 QG7U LI 十 (1 一 2ar)t Tt aruem.; 
(k= 1,2,.…,N— 1) 
to 一 Qjuo,; + 2arui,; — 2arhp (IT) (8. 38) 
UN 一 Zaruni,; + Bun.; + Zarhruz (IT) 
(j= 0,1,*.…,m— 1) 
Uo = P(Ekh) (k=0,1,%,N) 
其 中 
= 1— 2ar[ll 二 mMi(r)] 
B; = 1— 2ar[l+ mM, (Ir))] 


A 


2. 古典 隐 式 格式 


利用 公式 (8. 22) 和 (8. 24) ,仿照 前 述 的 方法 ,可 得 到 在 内 节点 (8,j) 处 台 近 偏 微分 方程 
(8. 14) 的 又 一 个 差分 方程 


WE; Uk, jl = Ul; 一 up, 十 Wel ,i 
t h: 
或 写成 
— arue,; 十 (LE 十 2a7)z 一 CU = Ur, 《8. 39 ) 
它 的 截断 误差 为 OCr 十 让) ,其 精度 与 古典 显 式 格式 (8. 26) 相 
同 。 在 式 (8. 39) 中 用 到 的 节点 如 图 8-8 所 示 。 出 现在 后 一 时 ， 


间 层 上 的 节点 有 三 个 。 如 果 ww.;-1 已 知 , 并 不 能 单 靠 式 (8. 39) 
一 个 方程 求 出 WHR—1.,} ; ws.; 和 和 Uk+l,jio 称 差 分 方程 (8. 39) 为 二 层 
隐 式 格式 。 这 种 格式 的 差分 方程 适用 于 求解 初 边 值 问题 。 TT 
对 于 第 一 类 初 边 值 问题 (8. 17)、(8. 18)、(8. 19), 使 用 差 图 8-8 古典 隐 式 格式 的 节点 
分 方程 (8. 39) 和 离散 化 了 的 定 解 条 件 (8. 28)、(8. 29) ,得 到 
— aruei.; 十 (1 二 2ar)w.; 一 GUI —= Wr! 


(k= 1l,2,:… ,NO—1;7 = 1] ,2,. ,7m) 


(8. 40) 
Ui,0 一 (kh) (k= 1,2,..…,N—1) 
Uo.; 一 Hl (Jrz)， ZN, 一 M2 (IT) (j= 0,1,.,m) 
格式 (8. 40) 的 矩阵 形式 为 
Bu,;=u, ji (7 = 1,2,.， ) 
‘th 1 ™ (8. 41) 
to 一 中 
这 里 的 矩阵 B 为 
1] 十 2ar 一 ar 
一 ar 1 十 2ar 一 ar 
有 一 
— ar 
一 ar 1 十 2ar 


使 用 格式 (8. 41) 求 解 时 ,每 计算 一 层 节点 上 的 于 值 Bi) 一 1.) ,都 要 解 一 个 线性 代数 
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方程 组 。 容 易 看 出 , 它 的 系数 矩阵 B 是 主 对 角 线 元 素 按 行 严 格 占 优 阵 ,因此 ,对 每 一 个 7, 方程 
组 (8. 41) 的 解 存 在 且 唯 一 。 


3。Crank - Nicolson 格式 
利用 Taylor 级 数 容易 证 明 下 列 两 个 等 式 成 立 : 


2 2 2 
(5) (kj 区) 和 3[ (53), + (2),, 二 Or ) 


(2 Ai 十 1 一 MED) Dr 
9t 《入 去 ) 


利用 这 两 个 公式 和 公式 (8. 24) ,可 得 偏 微分 方程 (8. 17) 在 点 (k,j 十 去 ) 处 的 差分 近似 


— Qarueijl 十 2 十 at 一 CU = 

arue 1; 十 2(01 一 ar)z 二 arue, (8. 42) 
其 截断 误差 为 O(T 十 h*)。 因 此 ,差分 方程 (8. 42) 逼 近 
偏 微 分 方程 (8. 17) 的 精度 是 二 阶 的 。 称 (8. 42) 为 
Crank - Nicolson( 克 兰 克 - 尼 科 尔 松 ) 格 式 , 它 所 用 到 的 
节点 如 图 8- 9 所 示 , 这 种 格式 属于 二 层 隐 和 式 格 式 。 如 
果 使 用 它 求解 第 一 类 初 边 值 问题 ,那么 ,由 式 (8. 42)、 
(8. 28) 《8. 29) 构 成 了 如 下 的 差分 方程 定 解 问题 . 


CE li 十 2(1 十 ar ) wi, ;1 Ci 


天 一 | k+l 
图 8-9 Crank Nicolson 格式 的 节点 


Qaruei,j; 21 — ar)we,; + aruei.; 
(k= 1.2, ,Neo—1;)j=0,1,.…,m— 1) (8. 43) 
Uo 一 BR) (k=12,.",N—1) 
Uo 一 [CUr)， Un; = Tr) =0,1,,.m) 
它 的 和 矩阵 形式 是 


(一 0,1, ,7 一 1) (8. 44) 
u 一 
其 中 I 是 (N 一 1) x (N 一 1) 的 单位 矩阵 。 由 于 [十 B 是 主 对 角 线 元 素 按 行 严 格 占 优 阵 , 所 以 对 每 一 
个 j, 方 程 组 (8. 44) 的 解 存 在 且 唯 一 。 
如 果 使 用 格式 (8. 42) 求 解 第 二 、 三 类 初 边 值 问 题 , 并 对 边界 条 件 (8. 20) 采 用 差分 近似 式 
(8. 30) , 则 相应 的 差分 方程 定 解 问题 为 
Pr 一 Or 十 8 LO 一 0 1 7 一]1) 
1 (PC(0) ,ph) PCNA D))T 


| 


其 中 


工 
8i 一 《zto 9 于 9 » UN.; ) 


Bji1 一 (一 PAeiCC7 十 ] ) 7) ,0,°"*,0,hu,(( 十 1)7))! 
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cl 一 1 
一 C7 p 一 ar 
po 。 
p — Ar 
一 CQ7 
一 1 dd 
0 0 
car gq ar 
0=-| 


O O 
cr 三 1 十 (CG 二 1)75)， p= 2(] 十 ar) 
dj 一 1 十 ,C0 十 1)7)， g = 2(1— ar) 


4. Richardson 格式 


利用 公式 (8.23) 和 (8. 24) ,可 得 到 式 (8. 17) 在 内 节点 (8 有 ,7 站 处 的 又 一 差分 近似 
Uk = 2 六 tT ar (ue; — Lu tT Up.;) (8.45) 

它 的 截断 误差 是 O( 十 及 ), 因 而 具有 二 阶 精度 。 这 种 差 
分 方程 属于 三 层 显 式 格式 , 称 为 Richardson( 李 查 逊 ) 格 六 
式 , 它 用 到 的 节点 如 图 8- 10 所 示 。 

使 用 差分 方程 (8. 45) 并 配 上 离散 化 了 的 定 解 条 件 可 求解 
初 值 问题 (8. 15) (8. 16) 以 及 初 边 值 问 题 (8. 17)、(8. 18) (8&. 
19) 或 (8. 20)。 由 于 式 (8.45) 是 三 层 格 式 , 一 开始 就 要 由 /一 0 
和 j=1 两 个 时 间 层 上 的 值 计算 j= 二 2 时 间 层 上 的 wx。 因此 ， 
需要 用 其 他 方法 事先 给 出 /一 1 时 间 层 各 内 节点 处 的 x 值 。 | k k+l1 


sS， 三 层 隐 式 格 式 8 - 10 Richardson 格式 的 节点 
利用 Taylor 级 数 容 易 证 明 下 面 公 式 成 立 


( 且 ) 本 之 (下 ) 一 去 (起 )。， + OC ) 


3 ul(k,j+1)—ulk,j) 1 HD OCr) 


一 一 一 一 


利用 上 面 的 公式 以 及 公式 (8. 24) ,可 得 到 在 内 节点 人 ,7j 十 1) 处 逼近 偏 微分 方程 (8. 17) 的 又 一 
差分 方程 


3 Ujtl Ur) 1 Ur; Uk, jl — Up 一 Urs 十 | 
2 T 2 tT h? 
把 它 整 理 为 
-一 Darup1.;. 十 (3 十 dar ) ur.;1 -一 2Q7UEi 1 -一 4u.; Wr,j—l1 (8. 46) 


差分 方程 (8. 46) 具 有 二 阶 精度 ,属于 三 层 隐 式 格 式 , 它 用 到 的 节点 如 图 8 -11 所 示 。 
如 果 使 用 差分 方程 (8. 46) 求 解 第 一 类 初 边 值 问题 (8. 17)、(8. 18)、(8. 19) , 则 计算 格式 是 
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u 一 7 
Hi 另外 计算 
其 中 和 矩阵 C 为 
3 十 4ar 一 2ar 
—2ar 3 十 4ar 一 2ar 


| 一 48 一 -十 2 万- (一 1,2……7 一 ]) 


7 一 1 
大 一 1 k k+l1 


一 2ar 


. 图 8-11 三 层 陷 式 格式 的 节点 

一 2ar 3 十 4ar 
WU; = (Uj yur UN) 
fi = (arp (C+ 1)r) ,0 ,0,arn((j 1)7))T 
P= (ph), p22) ,PAN — 1)h))T 


8.2.2 差分 方程 的 稳定 性 


用 差分 解法 求解 初 值 问题 和 初 边 值 问题 ,每 步 计 算 总 要 产生 舍 人 误差 。 由 于 求解 过 程 是 
逐 层 计算 的 ,属于 递 推算 法 ,因此 误差 还 会 传播 。 若 误差 在 传播 过 程 中 越 来 越 大 ,得 不 到 控制 ， 
则 最 终 会 把 差分 方程 的 真 解 给 淹没 了 ,这 就 是 数值 不 稳定 性 。 对 于 一 个 不 具备 数值 稳定 性 的 
差分 方程 尽管 会 有 一 些 优点 也 是 没有 实用 价值 的 。 z 

在 研究 差分 方程 的 数值 稳定 性 时 ,总 假定 只 在 初始 层 的 节点 上 wo 产生 误差 6 ,实际 值 
为 wi.o 二 wi.o 一 ex.0o ,而 边界 的 计算 是 精确 的 ,又 假定 各 层 的 计算 都 是 精确 进行 的 。 在 以 上 的 假 
定 下 ,考察 初始 误差 eto 的 传播 是 否 得 到 控制 。 

记 


9 0’ 
《也 RD 一 ( 孚 一 2 ) 
(Ck,j) 


gt “gx 


(Lu) ee 的 差分 近似 记 为 了 (kk | ,例如 9 (Lu) es.,) 的 一 种 差分 近似 为 


Lk) RS Duk) ukt1j) 2uCk, j) + uch- 1,j) 
ht 9 一 I 7 
于 是 ,逼近 偏 微分 方程 (8. 14) 的 差分 方程 统一 表示 为 


Ls.ua; 一 0 (8. 47) 
而 
R,; = (Lui), — Lau Ck,i) 
就 是 差分 方程 (8. 47) 对 于 偏 微分 方程 (8. 14) 的 截断 误差 。 
根据 假定 ,zi.o。 没 有 误差 时 ,差分 方程 (8. 47) 的 解 4,; 应 满足 


人 一 (8. 48) 
Wk,0 已 知 
ui.o 有 误差 时 ,差分 方程 的 解 ui 应 满足 

L LE ,jj 0 

本 (8. 49) 

ME.0 = MO0 一 在 0 
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对 于 初 值 问题 , 记 
Bi = (esE 2 Els E01) »€2.) 0 
其 中 et 一 Mu 一 Mt 。 
对 于 初 边 值 问题 , 则 
8i = (E1. ,EN 


定义 若 对 于 差分 方程 (8. 48) ,存在 一 个 与 Ar 无 关 的 带 数 天 ,使 得 当 r 委 mn ,7T< 了 时 '€, 

的 某 种 范 数 满足 
le <Kl|ell,， j 宇 1 

则 称 差 分 方程 (8. 48) 是 稳定 的 。 

研究 差分 方程 的 稳定 性 的 方法 很 多 ,这 里 仅 介 绍 一 种 常用 的 方法 ,就 是 Fourier( 傅 里 叶 ) 
方法 ,简称 健 氏 方法 。 它 适用 于 常 系数 线性 差分 方程 。 

由 于 式 (8. 14) 是 常 系数 线性 偏 微分 方程 ,因而 L 和 工 ;., 都 是 常 系数 线性 算 子 。 由 式 
(8. 48) 与 (8.49) 相 减 , 得 到 
ee 8. 50) 

I 已 知 > 

称 式 (8. 50) 为 差分 方程 (8. 48) 的 误差 方程 。 根 据 假 定 ,初始 层 存在 一 个 误差 函数 e(x,0)。 对 
于 初 值 问题 ,s(z,0) 可 表示 为 Fourier 积分 的 形式 


se(z,0) 一 | Dedn 
对 于 初 边 值 问题 ,seCz,0)(0 委 z 委 /) 可 表示 为 Fourier 级 数 的 形式 


s(Z,0) 一 >, Cs Eh” 


其 中 w= 了 了。 任意 取出 一 个 简 谐 波 cbe”* (或 D,e" ) ,并 且 仍 记 为 


e(X,0) = c,e”( 或 D,e'™) 
由 于 只 考虑 初始 误差 的 传播 是 否 得 到 控制 ,并 不 计算 误差 的 实际 大 小 ,因此 可 视 cs 二 1( 或 
D, 二 1) ,并 记 n 二 pw。 于 是 ,在 稳定 性 的 讨论 中 , 视 初 始 误 差 为 振幅 等 于 1、 频率 等 于 的 简 谐 
波 


Ee(Xr,0) = er 


因而 在 初始 层 节 点 处 就 有 
E ,= einki 
由 于 区 -是 线性 算 子 , 故 et 在 传播 过 程 中 频率 不 会 改变 , 故 可 设 
E41.j 一 Ce (8.51) 


把 式 (8. 51) 代 入 误差 方程 (8. 50), 可 得 到 一 个 关于 G 的 代数 方程 , 称 为 差分 方程 (8. 48) 的 特 
征 方程 。 由 于 式 (8. 48) 是 常 系数 线性 差分 方程 ,因而 它 的 特征 方程 的 根 G 只 依赖 于 nn,h,rt, 而 
与 上 ,j 无 关 。|G| 称 为 增长 因子 。 由 式 (8. 51) 可 知 
£; 一 CG’Bo 
ls =|IG|’le,l| 
若 IG| 志 1, 则 |s; | 委 |s Oj 宇 1) ;车 1G|1, 则 不 存在 K, 使 | 8 三 K 8 ( 宇 1) 成 立 。 
此 外 ,由 于 初始 误差 是 不 同 频率 的 谐 波 迭 加 ,并 且 由 于 计算 中 爸 人 误差 的 随机 性 ,应 该 认为 任 
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何 频 率 x 的 简 谐 波 都 是 可 能 出 现 的 。 因 此 ,差分 方程 (8. 48) 稳 定 的 充分 必要 条 件 是 :对 任何 实 
数 ”|1Gl 委 1 成立。 

例 2 讨论 差分 方程 (8. 26) 的 稳定 性 。 

解 ”差分 方程 (8. 26) 的 误差 方程 为 

Epit1l 一 GEt li 十 (1 一 arr)ek + arerr., 
把 式 (8.51) 代 人 上 式 , 得 
GT Tle 一 arG ee (1 9ar)G /e's 十 arG i’e'™* Dh 
消去 公 因 子 G'e” ,得 到 式 (8. 26) 的 特征 方程 
G 一 are- (1 2ar) are™ 《8. 52) 

利用 公式 


cos nh 一 于 (er 十 em ) 


把 特征 方程 (8.52) 的 根 整理 成 
CC 一 1 一 2ar(1 一 cos HR) 一 1 一 4ar sin’ 2 
要 使 ICG| 科 1 对 任何 实数 nn 成立, 必须 且 只 须 对 任何 实数 nn 有 


2ar sin’ 之 1] 


因而 要 求 sr 二 亏 。 所 以 ,差分 方程 (8. 26) 稳 定 的 条 件 是 /< 这 , 妈 


位 


5 < 


| 
S| 一 


故 称 差分 方程 (8. 26) 是 条 件 稳定 的 。 

例 3 讨论 差分 方程 (8. 39) 的 稳定 性 。 

解 ” 把 式 (8. 51) 代 入 差分 方程 (8. 39) 的 误差 方程 ,并 消去 公 因 子 G ;e" ,得 到 式 (8. 39) 
的 特征 方程 

一 are '™*+(l++2ar)—are™* = 人 GG 
解 出 G, 得 
G = l 

] 十 4ar sin’ 的 
显然 ,对 任何 r,A 和 实数 ”, 都 有 |Cl 委 1。 故 称 差分 方程 (8. 39) 是 无 条 件 稳定 的 。 

例 4 讨论 差分 方程 (8. 45) 的 稳定 性 。 

解 ” 把 式 (8. 51) 代 入 式 (8.45) 的 误差 方程 ,经 化 简 ,得 到 式 (8. 45) 的 特征 方程 


G” 十 (8ar sin 1G 一 1 二 0 


5 
Gi.» =— 4ar sin’ 字 寸 | (4ar sin 十 1 
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onh . 2 1 疡 
G» =— 4ar sin 7 (4ar SIN 六 ) 十 1 


不 论 有 ,tr 如 何 选取 ,总 存在 ”使 1C:| 二 1, 因 此 ,Richardson 差分 格式 (8. 45) 恒 不 稳定 , 故 又 称 
为 无 条 件 不 稳定 。 


8.3 双 曲 型 方程 的 特征 -差分 解法 


8.3.1 一 阶 双 曲 型 方程 
双 曲 型 方程 定 解 问 题 最 典型 的 是 一 阶 常 系数 双 曲 型 方程 初 值 问题 


| 0<< it, 一 co< <oo (8.53) 
91 ox 
U(XT0) = 9(7), 一 co<< 7< ec (8. 54) 


其 中 a 是 非 零 常数 。 
容易 验证 , 初 值 问题 (8. 53) (8. 54) 的 解 为 

kz ii) 一 Or 一 ai)，0 和 过 上 和 了 一 co < 过 <co (8. 55) 

由 此 看 出 ,在 Oxzt 坐标 平面 上 , 沿 直 线 
TXT 一 Qt 一 C( 和 常数 ) (8. 56 ) 

u 的 值 保持 不 变 , 即 x(z, 思 二 92(c)。 直 线 (8. 56) 称 为 一 阶 双 曲 型 方程 (8. 53) 的 特征 线 , 它 与 x 
轴 相 交 于 坐标 为 c 的 点 。 当 a>0 时 ,特征 线 往 右 上 方 倾 斜 ; 当 a<0 时 ,特征 线 往 左上 方 倾 斜 ， 
见 图 8-12。 


图 8-12 一 阶 双 曲 型 方程 的 特征 线 


一 阶 双 曲 型 方程 的 另 一 类 定 解 问题 是 初 边 值 问题 , 它 的 求解 区 域 为 {0 委 :上 委 了 ,0 过 z 委 /)， 

其 初始 条 件 是 

UZ0) 一 DO)，0 近 工 所 / (8. 57 ) 
由 于 xz' 思 的 值 沿 着 特征 线 保持 不 变 , 因 此 , 当 a>0 时 ,在 右边 界 x 二! 上 不 能 给 出 边界 条 
件 , 只 能 在 左边 界 + 二 0 上 给 出 边界 条 件 

ul(0t) = p(t), 0 之 tT (8, 58) 
并 且 要 满足 

AGO) = PCO) 
A (0) 十 ap (0)=0 
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当 a<0 时 , 则 在 左边 界 z=0 上 不 能 给 出 边界 条 件 , 只 能 在 右边 界 zx 王 ! 上 给 出 边界 条 件 


ul(l,t) = Bt), OitRT 
并 且 要 满足 
BOO0) = PCO) 
BP(0)++ap’(l))=0 
容易 验证 , 初 边 值 问题 
Sta =0 (>0), 0<t<T,0<7r<1 
t ox 


uxs0) = p(x), OZzr<l 


的 解 为 

p(x — at), 0<iti<—,0<rel 

u(xX,t) = 
区 

pz 人 (一 三 )， te10<re! 

而 初 边 值 问题 
+a ~ 0 < 0), 0< zi 上 < 0<- 二 <:!/ 
口交 

的 解 为 


p(X—at), Ot Tl,0<zrel 


u(x,t) -一 


P(t— Ee ), eT0Sr<! 
现在 考虑 右 端 不 恒 为 零 的 一 阶 双 曲 型 方程 


Au ou 
a7 to Fz 一 f(r,t,u) 


它 的 特征 线 仍 为 式 (8. 56)。 由 于 当 z=c 十 at 时 ,有 
du 99u dau 


u(X,t) = ulc+at,1), I+ 
所 以 在 特征 线 (8. 56) 上 ,方程 (8. 64) 成 为 
du _ 
dr 一 ZU) 


(8. 59) 


(8. 60) 


(8. 57) 
(8. 58) 


(8. 61) 


(8. 62) 


(8. 57) 
(8. 59) 


(8. 63) 


《8. 64) 


(8.65) 


因此 , 初 值 问题 (8. 64)、(8. 54) 在 通过 工 轴 上 任 一 点 Q(zo,0) 的 特征 线 工 一 zo 十 at 上 就 成 为 常 


微分 方程 初 值 问 题 


dt 
u(ro,0) 一 pro) 
这 就 可 以 用 第 7 章 所 述 的 数值 解法 求 出 u(xz,2)。 


| flrstu), 1>0 


(8. 66) 


设 4a>0, 风 图 8 一 13 ,在 之 轴 上 任 取 一 点 Q(xro,0) ,过 点 Q 作 特 征 线 立 一 ae 十 at 与 直线 
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t 二 Tf 交 于 点 P1(xp, ,r) ,其 中 xp, 一 ze 十 ar。 沿 线段 QP; 微分 方程 (8. 65) 成 立 。 用 Euler 法 求 
解 初 值 问题 (8. 66) ,可 得 第 一 层 :二 + 上 的 值 
Up 一 uo 二 Tf (ro'0,uo) (8. 67) 


8 -13 特征 线 法 的 节点 


其 中 uo 一 qxa)。 当 得 出 解 在 第 一 层 的 数值 up, 后 继续 使 用 Euler 法 , 按 上 的 步 长 = 逐 层 求 出 up ， 
up 二 Up 十 rf (xrp, "JTrup) (= 1,2,.,.m—1) (8. 68) 
这 就 是 特征 线 法 。 由 于 用 Euler 法 , 故 它 的 截断 误差 为 O(Cr) 。 
特征 线 法 (8. 67) (8. 68) 计 算 过 程 比较 简单 ,但 由 于 特征 线 分 布 一 般 是 不 规则 的 ,因而 不 便 
于 编制 程序 。 在 8. 2 节 介 绍 的 差分 解法 有 网 格 规则 化 的 特性 ,而 特征 线 法 能 反映 双 曲 型 方程 的 
物理 特性 ,为 了 同时 利用 两 者 的 优点 ,可 把 二 者 结合 起 来 ,形成 所 谓 特 征 -差分 方法 ,其 作法 如 下 。 


先 把 求解 区 域 网 格 化 ,t 方向 步 长 为 t,x 方向 步 长 为 p 
hh, 见 图 8 -5 和 图 8 -6。 人 
设 a 二 0, 由 点 PC(k,7 十 1) 引 特征 线 与 第 j 层 网 格 线 
相交 于 点 @, 见 图 8 -14, 利 用 点 BC 一 1,)) 和 点 C(k,j) j 
作 线 性 插值 求 wo( 这 时 所 用 的 步 长 h 应 保证 点 B 在 点 Q@ 14 ?VC C D 
的 左边 ) ,可 得 天 一 了 天 一 ] 大 k+l 
Uc 一 于 月 图 8-14 特征 ~ 差分 方法 的 节点 
Uo 一 MB 十 区 一 人 (Za 一 tl) 
由 于 Xa 二 zi 一 aT, 故 由 上 式 得 到 
Uo 一 Uppl,;j 十 二 一 Cr) 一 (1 一 ar ) ur.; 十 ar U1; (8., 69) 
其 中 v== 二 。 用 同样 的 方法 得 
f lxost;, uo) ~ (1 一 or) 十 arp (8, 70) 
其 中 fijy= f(x si; Uk; ) o 把 式 (8. 69) 和 和 式 (8. 70) 代 人 Euler 法 计算 公式 
Up 一 uQ@ 十 Tf (rost;; uo) (8.71) 
得 到 逼近 微分 方程 (8. 64) 的 差分 方程 
Url = (1 —ar)uj 十 ar 十 万 (1 一 ar) 户 十 ar 太 《8. 72) 


为 保证 点 B 在 点 Q 的 左边 ,要求 |QC| 委 A ,而 |QC|=ar, 故 要 求 
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<， 


当 函 数 f 不 含 u 时 ,此 条 件 是 差分 方程 (8.72) 稳 定 的 条 件 ,证 明 从 略 。 
车 < 天 0, 则 用 类 似 的 方法 可 得 逼近 微分 方程 (8. 64) 的 差分 方程 
WU 一 (十 az) 一 Grey 十 zf 十 ar) 太 一 ar 广 | (8.73) 
当 函 数 f 不 含 u 时 , 它 稳定 的 条 件 为 


lalr 


h 1 
如 果 用 点 B 和 点 D 作 线 性 插值 求 a 和 f(zxa.4 ,ua), 则 可 得 


Ka 一 KB 十 -一 2 一 2 (za 一 zl) 一 | 十 ar) wl. +ia 一 C7 ) ue. 
TR Xl 2 2 
fl(xa,t; uo) 一 0 十 ar) fe,; + 地 (1 一 ar) fe, 


代入 Euler 法 计算 公式 (8.71) 得 


Wg.jtri 一 501 二 ar) uel.; 十 元 一 QAr ) ur: 1 十 


FL + ar) feo, + (1— ar)fe.)] (8.74) 
用 差分 方程 (8.74) 逼 近 微 分 方程 (8. 64) ,无 论 c>0 和 a<0 都 适用 。 当 函数 f 不 含 u 时 , 它 稳 
定 的 条 件 为 .2 5<c1， 
用 差分 方程 (8. 72) 求 解 初 值 问题 (8. 64) (a>>0)、(8. 54) 的 计算 格式 为 
六 = (1—ar)uj +arue tt (1 ~ ar) fi + arfen.,) 


(k=0, 土 1, 士 2,…;3j 二 0,1,.…,m 一 1) 
Uio 二 9( 妇 ) (k= 二 0, 十 1, 填 2,…) 
而 求解 初 边 值 问 题 (8. 64) (a 二 0)、(8. 57)、(8. 58) 的 计算 格式 为 
ti = (larwj;Tarue; t+ rt (1 — ar)f., 二 arfiri.;j 
(k= 1,2,,N;j = 0,1,.",m— 1) 
Uo 一 PEh) (k= 1,2,.,N) 
uo,; 一 HIJT) (7 = 0,1,,m) 
当 用 差分 方程 (8. 74) 求 解 初 边 值 问题 时 ,对 于 不 给 边界 条 件 的 那 条 边界 上 节点 的 值 , 需 
要 用 另外 的 方法 求 出 。 例 如 求解 初 边 值 问题 (8. 64) (ae 盖 0)、(8. 57)、(8. 58), 当 第 ;7 层 上 的 
Ui.jsUz.j，""*，Un-1.; 用 格式 (8. 74) 计 算 完 后 ,un.; 无 法 用 格式 (8. 74) 计 算 。 这 时 ,可 用 格式 (8. 
72) 计 算 ww.; ,得 
UN 一 《1 —arunji 二 Taruniii 二 (lar)fn.;i 二 arfNni,.i) 
或 以 (N 一 2,7) 和 (CN 一 1,7) 为 插值 节点 进行 线性 外 推 计算 wNv. ,得 
UN,; 一 DUN-i.; 一 UN-2.; 
于 是 ,用 格式 (8. 74) 求 解 初 边 值 问 题 (8. 64)(a>>0) (8.57)、 (8. 58) ,并 用 线性 外 推 法 处 理 右边 
界 问 题 , 得 计算 格式 如 下 : 
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差分 方程 (8. 74) (k= 1,2,.…,N 一 1) 

UN = UN Un (J =0,1,..…,m—1) 
ro = DC) (k= 1,2,.%,N) 
Uo; = AOIT) (7 = 0.1,. ,1m) 


8.3.2 一 阶 双 曲 型 方程 组 


设 u 二 (uw al) 是 x 工 和 1 的 向 量 值 函数 ,A 是 pXp 的 常数 矩阵 , 它 的 所 有 特征 
值 4 ,4,,….4, 都 是 实数 ,并 且 存 在 非 奇 异 和 矩阵 0, 使 得 
CO-40 = A = diag(Ah ,Ms ,A,) (8. 75) 
则 称 仿 微分 方程 组 


ou gu _ 
FA fx, tu) (8.76) 


为 一 阶 双 曲 型 方程 组 ,其 中 是 p 维 向 量 
Crita) = first tu) , for tu)) 
如 来 4 的 特征 值 互 异 , 则 称 式 (8. 76) 为 严格 双 曲 型 方程 组 。 
一 阶 双 曲 型 方程 组 的 初 值 问题 为 


(8.77) 
上 0<1<T,—o0<7r<o0 


U(r.0)=Hr), 一 cc<z<co (8. 78) 
其 中 pr) =(9 7) ,p(T) oO(Cz))T 是 z 的 向 量 值 函 数 。 
可 使 用 差分 格式 (8. 72)、(8. 73) 或 (8. 74) 求 解 初 值 问 题 (8.77)、(8. 78) ,但 使 用 格式 
48. 74) 更 方便 一 些 。 把 式 (8. 74) 用 于 方程 组 (8.77) 的 情形 ,得 以 下 的 差分 方程 


Wi. ;1 一 二 (I+ rA uei.; 十 31 nD rA ) Wi.; 十 


FL T+rA) fe + (TI—rA)fi.;] (8. 79) 


其 中 1 是 p xp 单位 矩阵 ,向 量 f= 二 《fixity yy) ,fp (zastiyuy;))T。 利 用 格式 (8. 79) 
求解 初 值 问 题 (8. 77)、(8.78) 的 计算 格式 为 

差分 方程 (8.79) (k= 二 0, 圭 1, 十 2,"…;j 二 0,1,.…,m 一 1) 

Uo = Pkh) (k=0,+1,+2,.…) 


8.3.3 二 阶 双 曲 型 方程 


最 典型 的 二 阶 双 曲 型 方程 是 波动 方程 


2 2 
二 oz (8. 80) 


必 二 Or T° ax’ 
其 中 ae>0。 现 仅 考 虑 它 的 初 值 问 题 
Lu = jzD，0<<T, cr 一 co (8. 80) 
u(r.0) = p(x), S| Wr), -一 xx 一 co (8. 81) 


式 (8. 81) 称 为 初始 条 件 。 
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在 式 (8. 80) 中 令 


cwi 一 ， ds 一 Q 一 (8. 82) 
a:u a9:wu 人 
并 利用 F792 一 F797 ; 0 得 一 阶 双 曲 型 方程 组 


9 wl cos 


9 w» 9 cwi 


9 9x 
今 = (ww) 9 Co ) , 则 上 述 方程 组 可 表示 为 
sy (8. 83) 


其 中 f=(f(zx,t) 0)', 和 矩阵 


易 知 ,4 的 特征 值 为 4， 一 44 一 一 Q。 取 


1 1 a 0 
o=-| |， | 4-| | 
则 有 和 4=QAQ"', 故 式 (8. 83) 是 严格 双 曲 型 方程 组 。 求解 二 阶 双 曲 型 方程 初 值 问题 (8. 80)、 
(8. 81) 可 转化 为 求解 与 之 等 价 的 一 阶 双 曲 型 方程 组 初 值 问题 


90m om 
XT,0) = (Yr) ap (rx))T, or (8. 84) 


如 果 使 用 差分 格式 (8. 79) , 则 计算 格式 为 
Oi. 一 地 (+ rA )@,1.; 十 (1 一 7 和) ， 十 


pa | +rA) fi + (TI—rA)fu.,] 


(k= 0,， 十 1， 十 2 ;7 = 0,1,.…,m— 1) 
@io = (pkh) ap (kh))T (k=0,+t1,+t2,..) 
求 出 @ 二 (w ,w,)' 之 后 ,再 由 式 (8. 82) ,得 


u(xst) = ux,0) + | Crd 
或 
ulk,j) 二 9( 刀 ) + | ohh nd 
用 复 化 梯形 公式 计算 上 式 右 端的 积分 ,可 得 
Ux; 二 9(kh) 十 F (win 十 wi.i.; 十 2 Sw,) (8. 85) 


(k= 0,， 士 1， 二 23] 一 1 ,2,°** ,7n) 
其 中 wo,.; 是 向 量 w@, ;的 第 1 个 分 量 。 式 (8. 85) 就 是 初 值 问题 (8. 80)、(8. 81) 的 数值 解 。 
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习 题 


1. 证 明 下 列 公 式 成 立 : 


ou 1 、 . 2 、.， 
(1) (六 ) ,= 十 1,) ulk—1,j)]+O0’); 


2 
(2) (2) = Eukt1,)) — 2uks)) + uke 1,j)]+ Oh) 。 
9z (kj) h’ 


2. 试用 差分 格式 (8. 8) 求 解 Poisson 方程 的 边 值 问题 
giu | gu 
zy —16, (zy) ED 
u |r = 0, (rx,y) ET 
其 中 Q={(zr,y)||z| 二 1,1y| 二 1) ,分 别 取 步 长 h=1 和 =0.5 求解 。 
3. 设 区 域 2 十 入 如 图 8-15 所 示 。 


图 8-~15 习题 3 附 图 
其 中 网 格 为 正方 形 , 步 长 为 h, 试 写 出 求解 Poisson 方程 边 值 问 题 
| 


u |r = (x,y), (zy) ET 


的 五 点 差分 格式 ,并 写 出 其 矩阵 形式 。 
4. 试用 差分 格式 (8. 8) 求 解 Laplace 方程 边 值 问题 
+ 0 0 二 工 达 4， 0 过 y 达 3 


0 v3 u(4,y) =0, 0 过 y 志 3 
u(r,0) = sin 证 ， xz3) = 0, 0 之 zx 过 4 
取 步 长 h= 二 1.。 
5， 求 盐 近 扩散 方程 尘 一 2 半 的 差分 格式 
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tiTI Yi,; We; 一 28 一 ] ] 
(1 二 0) 0 天 jE Weel. 一 ZU. 二 Wi.;) 


的 精度 ,并 调整 6 使 其 精度 达到 二 阶 。 
6. 试用 古典 显 式 格式 (8. 26) 求 解 下 列 定 解 问题 


OU ou 
7 = 3 和 3， 0<<y<<l，Lt 上 >0 
(1) u(rX0) = 47(1—7x),， 0 三 X 世 1 
只 计算 j 一 1,2 两 层 上 的 数值 解 ,其 中 取 "一 二 ,4 一 0.2; 
du _ gu 
ar 一 Ir 0 < 一 1， t > 0 
u(xX,0) = 47(1—x)，0 达 XxX 达 1 
(2) 
CU40 0 一 ul(0,t) 
7 ~>0 
1 -之 
ou) —— xu(l1,t) 
ox 
只 计算 j=1,2 两 层 上 的 数值 解 , 其 中 取 h=0.2,r 二 0.1, 边 界 条 件 采用 式 (8. 30) 的 形式 。 
7. 用 古典 隐 式 格式 (8. 39) 求 解 下 列 定 解 问题 


Ou gu 
gt gr 0 二 工 < 之 1]， U< ri<- 0.3 


wz 0) 一 SinTz，0 近 工 志 ] 


u(0,1t) = ul(l,t) 一 0， 0 之 1 芝 0.3 
其 中 取 有 二 0.2,r=0.1。[ 准确 解 为 w(x,1) 二 e "sin zx] 
8， 试 证 : 若 条 件 0 二 7 过 趣 成 立 ,并且 初始 昭 数 uo = p(k (ES=0,1,...N) 对 一 切 k 满足 
不 等 式 |g(kh) 1 < AM 常数) , 则 差分 方程 
Wp jtl 一 《1 一 2r) us.; 十 rerl.; 十 2 1 
(k 一 1.2,， AN 一 ] ;7 一 0 ,| ，…… 77 一 1) 
在 齐 次 边界 条 件 下 的 解 对 一 切 &C0 委 上 魏 N) 及 一 切 j 宇 0 有 如 下 的 估计 式 : uw. | 二 M。 
2 
9. 讨论 通 近 微分 方程 他 二 a 学 (a>0) 的 Crank -Nicholson 格 式 (8. 42) 的 稳定 性 。 


10, 讨论 至近 微分 方程 4 一 a (a 之 0) 的 三 层 隐 式 格式 (8. 46) 的 稳定 性 。 


。 了 


11. 分 别 使 用 下 列 两 组 网 格 节点 
(1) (kk,7+1),(k—1,7), (k+l1,I), (kj)—1); 
(2) Ck—1,7+1),(k,7 二 1),(k,7)., 


构造 允 近 微分 方程 红 十 a 拉 一 0 的 差分 格式 ,并 讨论 它 的 精度 和 稳定 性 。 
12. 试用 特征 线 法 求 定 解 问题 
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一 十 2 一 二 tt(X 十 ww 一 3， 0<< < 10，L>>0 


u(XT,0)=e€”,， 0 和 TX10 


1 
一- ， /> 
uO 1) pr 1 0 


在 点 p;(i 十 1.0. 5 站 和 gi(i,1 十 0.52)(i 二 1,2,3) 处 的 数值 解 。( 取 1 方向 步 长 + 二 0. 5) 
13. 试用 特征 线 法 求 定 解 问题 


du _3c 4xrtu), 0<r<6, 1>0 
ot 9x 


| 0 之 xz 志 6 
u(6,1) 二 21:，1 宇 0 
在 点 p1 (5.4,1.2),pz(4,8,1.4) 和 p3(4.2,1.6) 处 的 数值 解 。( 取 1 方向 步 长 +=0.2) 


14. 用 特征 -差分 方法 推出 通 近 微分 方程 


du gu 
arta Jz 一 f(rtu) (a << 0) 


的 差分 方程 (8. 73)， 
15. 利用 差分 方程 (8.73) 求 解 定 解 问题 
了 5 一 六 基 ， 0 一 xx 一 1，0 一 :一 0.3 
u(r,0) 一 一 0.4(7 一 0.5) 十 0.1， 0 和 过 过 近 1 
取 工 方向 步 长 疡 王 0. 2, 方向 步 长 rz 一 0. 1 。 
16. 利用 差分 方程 (8.79) 求 解 方程 组 初 值 问题 
ar ox 
UCT,0) 一 (zz 一 1),0)， 一 co < 一 co 
7 0 一 2 
oa 
17. 如 有 果 利 用 差分 方程 (8.72)、(8.73) 求 解 第 16 题 的 初 值 问题 , 试 写 出 计算 格式 。 


du du 
u(l1,t) = 1(t—0.3),， 0 之 1 之 0.3 
[A 
取 有 二 0.2,r 二 0,1, 只 计算 一 0.4 志 Xx 二 0.4 范围 内 的 解 , 其 中 
18. 利用 差分 方程 (8. 79) 求 解 下 列 初 值 问 题 


ou au 
a gr 0<t<0.3,—0<Iri<<o 
2 ou 
ul(7,0) = 1 十 x“， a7 l=0 一 0， 一 CGO < 过 < ce 


取 有 = 二 0.2,r 二 0.1, 只 计算 一 0, 4 迄 z 委 0.4 范围 内 的 解 。 
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1. el(a)—0.000 005, ee(6)=0.005, e(c) 一 0.000 5; 
ela )=0.037% ， e.(b)=0.041%, e.(c)=0.042%,。 

2. a 有 四 位 ,b 有 二 位 ,c 没有 有 效 数字 。 

3. es(a) 一 0. 000 05。 

4, (1) el(u) 二 0.001 71， ee) 一 0.12%， z= 二 1.462 87 有 三 位 有 效 数 字 ; 
(2) e(w) 二 0.003 869， e,(u) 二 0. 43%， x 二 一 0.895 92 有 二 位 有 效 数 字 。 


“tanr tanyT ost cosy™ 0 001 005 。 


1 

99 十 70 V2 
7, a 二 40 十 50 十 60 十 90 二 240， 4 二 1 340X10: 十 ac 一 134 200 。 
| 402 3 


» 1 (Ly oa 


6. 使 用 ,此 时 e(u) 二 0. 901 8X107!，。 


y=0.1494, y=0,08765,， ys=0.061 43， y=0.047 15， ws=0.038 23, 
yw 一 0.032 13， y;=0.027 70， ys 二 0.,024 33。 
9. 用 回 量 范 数 定 义 证 明 。 
10. 用 向 量 范 数 定 义 证 明 。 当 4 奇异 时 ,上 。 | 不 满足 定义 中 的 第 一 个 条 件 。 
11. 先 证 明 141 委 1 41z, 据 此 证 明 外 。， jz 与 向 量 范 数 上 。 |: 相 容 ,最 后 证 明 上 ， 是 和 矩 


n 


阵 范 数 , 其 中 要 使 用 等 式 41? 一 > 4 1 ,4; 是 4 的 第 j; 列 向 量 。 


12. xlli=14, lxl:=2v21l, | x| .=8; 
141=9， 141-=11， 141r=v79。 

13. 利用 矩阵 范 数 定 义 中 的 第 (4) 个 条 件 证 明 。 

14. (1) 其 右 半 部 分 要 利用 柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 式 证 明 ; 
(2) 利用 (1) 证 明 。 

15. 设 给 定 的 矩阵 范 数 为 上。 | 上., 构 造 一 个 只 与 向 量 xER 有 关 的 矩阵 (x) EE R"", 邻 
1x。 二 FCx) ,然后 证 明 上 x 上 |。 是 一 种 向 量 范 数 且 与 给 定 的 矩阵 范 数 相 容 。 


第 2 章 
1， 顺 序 Gauss 消去 法 
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0,. 5 1].1 3. | 6 2 一 2.02 
| 4 ,| -一 … 一 0 一 10.0 一 24.5 一 59.0 |， Ta 一 0.99 
0 0 一 12.2 一 24.6 Tt 一 一 2.62 
列 主 元 率 Gauss 消去 法 
D 0.96 6.5 0.96 T3 一 2.00 
A.bl>:…—>|0 4.12 一 2.24 一 0.364 | ， Tz; 二 1,00 
0 0 2.99 05.99 Xl 二 一 2.60 


2. 是 式 (2.8) 中 的 初等 下 三 角 和 矩阵 己 ,其 中 pi 二 一 mi (i 二 2 ,3 ,1)。 


3. 用 式 (2. 16) 的 初等 置换 和 矩阵 Q,。 
4. 


全 部 乘 .除法 总 次 数 为 拒 十 下 一 半 。 
5， 系 数 矩 阵 4 分 解 为 


0 0103.2 一 1.4 ] 
4 一 2 ] 0 0 5.6 l 
1.718 75 1.358 26 1 0 0 —7.077 01 


方程 组 的 解 为 x; 二 一 1, 024 38,zx; 一 一 0.388 503,x 二 0.931 399 。 
6. 设 系数 矩阵 为 4, 右 端 向 量 为 b, 经 过 选 主 元 的 Doolittle 分 解 后 ,得 


1 0 0 01f0 5 一 5 6 80 
0.1 1 00l10 7.5 2.5 2.4 12 

04 = ，Qb 一 
-06 0 1100 0 5 4.6 40 
0.2 0.4 08 11L0 0 0 一 384 一 50 


方程 组 的 解 为 x 一 35. 937 5,7s 一 一 15.462 5.zr* 一 一 5.812 5,zri 一 一 18.387 5 


min( ms) 


T= jy i= 1,2,.,n), 
jm 
8. 系数 矩阵 4 分 解 为 
8 一 0.125 
2 8.250 1 0. 121 2 
A 一 1 7. 879 1 一 0.126 9 
2 8.254 1 0.121 2 
1 7. 879 1 


方程 组 的 解 为 x; = 二 一 0. 639 9,z 一 0.820 0,7r; 二 1.200,zx; 二 一 0,519 9,zri 一 0.210 0， 
9. 增 广 矩阵 变换 为 
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站 9 0.8648 0.864 | 
0 10™ 一 10- 
回 代 后 得 zx: 二 一 1,x; 二 1.333 179 1 ,此 结果 与 精确 解 zx 一 2,zr:* 一 一 2 相差 其 远 。 系 数 和 矩阵 
4 的 条 件数 cond(4). = 二 A. 4 1 一 2.1617X1.513X10s 一 3.270 652 1X10s , 方 
程 组 病态 严重 ,虽然 使 用 列 主 元 素 Gauss 消去 法 求解 , 且 取 八 位 十 进 制 ,也 得 不 出 好 的 结果 。 
10. 利用 4 的 正 交 性 证 明 。 因 4 是 正 交 和 矩阵 , 故 4-: 一 4T。 
11. 利用 和 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 的 相 容 性 证 明 。 
12. (1) cond(A). = 1Al. 4 = 一 1.99x1.99X104 一 39 601; 


_ 0 
(2) | | 
0. 01 


| 
一 0. 985 
分 析 :(2) 的 rj. 小 于 (03) 的 上 r+. 并 不 说 明 (2) 的 x 的 精度 高 于 (3) 的 x 的 精度 。 这 是 
因为 系数 矩阵 4 的 病态 比较 严重 , 残 向 量 的 范 数 小 不 一 定 能 说 明 近 似 解 的 精度 高 。 
13. (1) 帮 代 和 矩阵 G 的 谱 半径 PCG) 一 5 二 1, 故 (xz 不 收敛 ; 
(2) 迭代 矩阵 G 的 行 范 数 | G | .一 0.9<1, 故 {x9 /收敛 。 
14. 和 求 出 送 代 矩阵 G, 然 后 利用 有 关 定 理 证 明和 迭代 公式 收 代 。G 和 要 回答 的 方程 组 分 别 是 


(3 ) rb 一 Ax=| 


0 0.4 0.2 Xx1—0.47x,—0.27x;= 二 1 
G= 0 一 0.9 一 0.451， is- Za — 0.5x3 一 一 2 
0 一 0.35 0.625 0.23X1 十 0.5z 一 0.27x; 一 一 3 
15， 固 系数 矩阵 是 主 对 角 线 元 素 按 行 严格 占 优 阵 , 故 用 下 列 的 Jacobi 迭代 法 求解 必 收 人 敏 ， 
XI 一 一 0.47z 和 所 一 0.27z 和 2 一 2.4 
上 一 0.257x” 一 0.57z 和 十 2.5 (一 0,1,2…) 
一 0.2zf59 十 0.5z0o -0. 1 


XxX” 2 (一 3.090 900 373 ,1.094 597 704,1.265 449 512)7. 
16. (1 发散; 《2) 收 人 第; (3) 收 伍 ; (4) 发 散 。 
17. 用 下 列 Gauss - Seidel 迭代 法 求解 必 收 敛 ( 理 由 同 第 15 题 ) : 


Ti 一 0.47z 和 一 0.2z0 一 2.4 
人 一 0.2521 ”一 0,57x 十 2.5 (有 一 0,1,2.…) 
2 一 一 0.2zf0 十 0.5zt 十 0.1 


0.5 一 0.5 
一 0.5 一 0. I 
0 一 0.5 


0 2 
2 | 
2 一 1|.p(G) 二 2 二 2 V2 之 1, 所 以 发 散 ; 


0 

: 

0 

0 —2 2 

(2) -| 2 -2 
0 

0 

0 8 一 6 
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0 一 0.5 0.5 
0 一 0.5 ,0CG) 一 xE (一 1 ,一 2) ,所 以 发 散 。 
0 0.5 一 1 


19. 把 原 方 程 组 改写 为 
10xi -一 2X» 二 3 
| ZT 十 10x， 一 xX3 一 15 


XI 十 27 一 5z 一 10 
由 于 此 时 的 系数 矩阵 是 主 对 角 线 元 素 按 行 严 格 占 优 阵 , 故 按 此 形式 使 用 Jacobi 迭代 法 必 
收敛 ,迭代 公式 为 
jw 一 0.2z5 十 0.3 


(4) G= 


Zi 一 一 0.27z 和 十 0. lz 十 1.5 (k=0,1,2..) 
一 0.27z 十 0.47x 多 一 2 


/1C21C12 人 
20, ol(G) = a a oCG.) 


由 于 p(Gi) 和 p(Gsc) 同 时 大 于 1, 或 同时 等 于 1, 也 同时 小 于 1, 所 以 ,Jacobi 迭代 法 和 
Gauss - Seidel 迭代 法 同时 收敛 或 同时 发 散 。 
21. (1》 当 且 仅 当 la1<0.5 时 ,Jacobi 迭代 法 收 钱 ; 
(2) 当 且 仅 当 一 0. 5 过 a 过 1 时 ,Gauss - Seidel 迭代 法 收 伍 。( 实 系数 二 次 方程 x? 十 px 十 
9 一 0 的 两 个 根 之 模 均 小 于 1 的 充分 必要 条 件 是 :1g| 二 1,1 十 p 二 gq 之 0, 1 一 p 十 gq 之 0) 
22. 因 4 是 正定 矩阵 , 故 用 Gauss - Seidel 迭代 法 求解 必 收 化。 
23. 用 (0,0,0) 7 作 初 始 向 量 进 行 迭代 ,得 x* 之 x 二 (一 3. 999 997 829,3. 000 000 078， 
1. 999 999 583)7 ,和 壕 代 和 矩阵 为 


Uo1 人 12 
心 
U11G22 


0.1 一 0. 36 — 0.18 | 
Cs 一 0.022 5 0. 019 — 0.4905 | 
—0.011 925 0.069 93 一 0.000 035J 


因为 Gs. ==0.54< 之 1, 故 迭代 过 程 必 收敛 。 
24. 用 (0,0,0) 作 初 始 向 量 进行 迭代 ,得 
x” x 一 (0.500 004 397 ,0. 999 993 127 ,0.999 997 183)7 
因 方 程 组 的 系数 矩阵 4 是 正定 和 矩阵 ,并且 松 弛 因子 w=1. 25 满足 0<ow<2, 所 以 迭代 过 程 
必 收 敛 。 


第 3 章 


1.& 二 4 ,要 用 (一 1) 和 十 委 次 乘法 运算 。 下 一 4 Ci 一 1, 2 pv,R) ,只 须 用 Aa: 次 乘法 
运算 。 
2. (1) 用 第 一 种 守 法 迭代 格式 (3.7), 并 取 w= 二 (1,0,0)7, 则 结果 是 
) 2Bs=11.000 28 
xis 妨 二 (0.371 392 6,0.743 056 1,0.556 718 2)7 
(2) 用 第 一 种 医 法 和 欠 代 格式 (3.7) ,并 取 旭 =(1,0,0), 则 结果 为 
> ,一 一 4.000 062 
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xl 一 (一 0.816 494 6 ,一 0.408 250 4,—0.408 250 4)7 
3. 用 类 似 3.1.1 小节 所 用 的 方法 证 明 。 
4. 用 反 笑 法 迭代 格式 (3. 11) ,并 取 w= 二 (1,0,0)7, 则 结果 为 

A BPN! =—1.999 725 

xs =(—0.182 649 6,—0.365 061 0,0.912 890 8)7 
5. 对 矩阵 4 一 5T 使 用 反 短 法 迭代 ,并 取 wu 一 (1,0,0)", 则 结果 为 

=z BT 十 5 一 5.124763 

x (0.430 750 2,0.350 709 6, 一 0.935 493 1)T 
6. 用 带 原 点 平移 的 反响 法 求 4 和 4, ,用 带 原点 平移 的 寡 法 求 4, 。 


7. 
A 2. 536 526， XIE0.531 483 4,0. 461 473 3,0.710 329 3)7 
As—0.016 647 28, x;S(—0,72] 207 1,0.686 349 3,0. 093 727 95)7 
;>1. 480 121 ， X3 (一 0. 444 281 ,一 0. 562 109 4,0. 697 601)T 


8. 先 证 明 det(Al;x; 一 T) 二 0 和 det(Al ;x; —T) 一 0, 下 用 特征 向 量 的 定义 证 明 (a 42 ,43，0， 
0)” 和 (0,0,0,5b ,bs)" 是 矩阵 工 的 分 别 相应 于 4; 和 4; 的 特征 向 量 。 


一 0.613 一 0.293 0.73 2.4 
9. H= | 一 0. 293 0.946 0.13|， u= | 1.8|。 
0. 73 0.13 0.6 0 
1 0 0 0 
10 H = 0 一 0.666 6667 一 0.333 333 3 0.666 667 
0 一 0.333 333 3 0.933 333 3 一 0.133 333 3 
0 一 0.666 6667 一 0.133 333 3 0.733 333 3 
1 0 0 0 
H, = 0 1 0 0 
0 0 一 0.998 410 4 0.056 361 88 
0 0 0.056 361 88 0. 998 410 4 
1 一 3 0 0 
ADHH AH H, — 一 3 2.222 222 2. 759 943 0 | 
0 2.759 943 一 2.077 975 ”一 1.016 208 
0 0 一 1.016 208 1. 855 753 
1 0 0 0 
1 H = 0 一 0.577 350 3 0.577 350 3 一 0.577 350 3 
0 0.577 350 3 0.788 675 1 0.211 324 9 
0 —0.577 350 3 0.211 324 9 0.788 675 1 
1 0 0 0 
下 一 0 1 0 0 
0 0 一 0.384 1196 一 0.923 283 4 
0 0 一 0.923 283 4 0.384 119 5 
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2 —1.154 701 一 4. 420 268 一 2.264 488 
一 1.732 05] 一 0.333 333 3 1]1.473 714 一 1.431 917 
Ac 五 ; HAH. H,= 四 
0 3. 091 206 1.647 287 0.046 993 74 
0 0 2.356 395 1.686 047 


12. 人 一 2， 4 一 3.732 050 808， 4, 一 0,267 949 192 。 


第 4 章 


. (1) 所 求 的 最 大 正 根 ; 在 区 间 (1,2) 内 ,结果 为 ss*ze 一 1.532 226 563; 
(2) 方程 只 有 一 个 根 , 并 且 在 区 间 (0,1) 内 ,结果 为 sx 二 0.510 742 187。 
. (1) 方程 只 有 一 个 根 , 且 在 区 间 (0,0.5) 内 ,和 迭代 公式 采用 

| EE (0,0.5) 


x 二 15(2 一 en ) (有 一 0,1,2,…) 


必 收 敛 ( 利 用 定理 4.1 证 明 )。 取 xz。 = 二 0.25, 则 方程 的 根 ss*zrs 王 0. 090 525 104 满足 精度 
要 求 ; 
(2) 最 小 正 根 在 区 间 (0,2.5) 内 ,采用 以 下 迭代 公式 必 收 敛 ( 利 用 定理 4. 1 证明)， 

证 站 [se [1 ,2. 5 | 

人 一 十 arctanzZk (k=0,]1,2,.) 
取 zu 一 2, 得 所 求 根 ss zs 一 2.132 267 568; 
(3) 最 小 正 根 在 区 间 (0, 孔 ) 内 ,采用 以 下 选 代 公 式 必 收敛 (利用 定理 4. 1 证 明 )， 

入 E [| 0. 5 1. 5 | 

Xe! 一 arccose™ (k=0,1,2,.) 


取 zx。 二 1, 得 所 求 根 s 守 x 二 1.292 695 336 。 
.利用 定理 4. 3 证 明和 判断 。 收 敛 速 度 是 线性 的 。 


2 
. 先 证 明 ;二 Va 是 方程 x 一 了 入 的 根 ,再 利用 定理 4. 4 证 明 序列 {ze} 收敛 于 Va, 且 有 三 
阶 收敛 速度 。 

. 采用 和 迭代 公式 

Yr =) v= 2) 

2 (k 一 0,1,2,.*) 
tl 一 并 YT 
之 — 2y. 十 和 


取 xz 一 0. 25 ,得 方程 的 根 s 守 x = 二 0.090 525 101。 

. (1) 取 x = 二 0. 5, 得 方程 的 根 ss zy 一 0.510 973 429 

(2) 此 方程 只 有 一 个 根 , 且 在 区 间 (0,3) 内 , 取 x。=2, 结 果 是 s 之 x 二 1.715 620 735; 
(3) 所 求 根 在 区 间 (31. 57,32. 57) 内 , 取 zo 王 102. 1 ,结果 是 s 守 xe 二 102. 091 966 5。 
. 推广 定理 4.6 的 证 明 方 法 可 知 f(z) 应 满足 以 下 的 条 件 : 

(1) 在 包含 根 * 的 某 个 开 区 间 内 f”(x) 连 续 且 f(x) 关 0; 

(2) f° (3)=0, (5)A0。 
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10. 


11. 


、 _ f(z) 
. 利用 定理 4.4 可知, 选取 h(x) 二 SF CL)° 


.用 割 线 法 , 若 选 取 zx_ | 二 0,xo 二 1, 则 结果 为 3 之 x; = 二 0. 510 973 429 ; 


用 单 点 割 线 法 ,车 选取 zx 二 0.2,z 二 1, 则 结果 为 s 之 xs 二 0, 510 973 428 。 
采用 以 下 迭代 公子 


(&} 


(kil) a- 
A 一 1.2 © (k=0,1,2,..) 
rt 一 工 (1.97 ee) 

2 


因 pC(G (xz )) 委 e * ”<1, 根 据 定理 4.14 可 知 ,只 要 (xfY ,zg2)7T 充分 接近 zx 


束 收 人 钙 于 x”。 选 z 和 一 zx 所 王 1, 迁 代 结果 为 
ZT Ti 一 0.998 414 093 
Xx? AT 一 0.800 832 393 
选取 .r= 二 y” 二 1.4, 得 方程 组 的 解 为 
Z ”2 一 1.433 534 
3 ”人 yy 一 1.472 349 


第 5 章 
: 利用 范 德 蒙 德 行列 式 证 明 。 
. 利用 区 德 蒙 德 行列 式 证 明 。 
.只 须 找 出 一 个 不 等 于 零 的 三 阶 行列 式 
sin x; sin 2x, sin 3 
SIN .zi SIN 2X,,) sin 3 
SIn Xi.2 SIN 2X,,» sin 3X;» 


其 中 i dit sir? 是 点 集 及 上 的 某 三 个 点 。 


. 六:(Z) 一 8.750z 一 11)(0z 一 12)(z 一 13)(z 一 14) 一 


38. 333 333 33(z 一 10)(z 一 12)(z 一 13)(z 一 14) 十 
60(CZz 一 10)(CZz 一 11)(Cz 一 13)(z 一 14) 一 

39. 166 866 67(z 一 10)(0z 一 11)(0z 一 12)(z 一 14) 十 
9.583 333 333(zZ 一 10)(Cz 一 11)(Cz 一 12)(x 一 13) 。 


.《1) 利用 插值 公式 的 余 项 式 (5.9) 证 明 ，; 


(2) 把 (x, 一 x)" 展开 ,再 利用 (1) 以 及 恒等式 > (一 1 (”)= 0 证明. 
j=0 J 


: 利用 插值 公式 的 余 项 式 (5.9) 证 明 。 
. (1]) e “0.794 549 1 ,|e™””*—0.794 549| 委 1.6X10-5; 


(2) e 20. 869 533 81,|e™”'—0,869 533 8| 委 1.8X10- 


. f(z) 的 四 次 Newton 插值 多 项 式 


P(r) 一 21 十 4(z 十 2) 一 1.8(z 十 2)(zx 十 1.5) 十 
0.4( 六 十 2)(zr 十 1.5)( 芝 一 0.5) 一 


芭 (z 十 2)(z 十 1.5)(z 一 0.5)Cz 一 1 


,此 和 迭代 公式 
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9. 用 数学 归纳 法 证 明 。 
10，jFLzo zz 一 arr 一 0 (kn), 
11. 利用 一 阶 差 商 定义 证 明 ， 


12., (1) f(T Lr Tf Xe) Tr) f(x. ) | ， 


] 3. 


1 4. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


R cr) 一 大 人 Cr EE (Th Tp ); 


21 
二 +-]】 &—1 

(2) fx) 2 (1 Se )fr), 
= 上 1 ‘jl 


p -1 
Rx) = LTT (XX;),， é cE (Te i Te ); 


31 j=k! 
] 
(3) f(T) 写 万 ( 开 fC) 
i= kl 1 
A 
Ri (rx) = II (ZX), EE€ reiris), 


六 4z) 一 21 十 4(z 十 2) 一 1.8(z 十 2)(Cz 十 1.5) ,8 一 1)sP (一 1) 一 24. 1 
CCz) 王 22 一 20z 一 0.5) 十 0(Cz 一 0.5)(z 一 1) ,0.8)=Q: (0.8) 一 21.4; 
Fa(Zz) 一 23 一 0.5(x 十 1.5) 一 0.6(x 十 1.5)(x 一 0.5) 十 
0. 24Z 十 1.5)(z 一 0.5)(z 一 1),，FCO0)=P(0) 一 22. 85 。 
设 插值 节点 为 x; ,Xi 十 hx 十 2h ,被 插值 点 为 zx; 十 :(0 志 1 过 24), 则 截断 误差 R (Xi 十 四 的 估计 


为 |R(Cz. +D < max |t(1—h)(t—2h)|= -2 5 ， 令 寻 所 10 局 , 解 得 0 过 Ah<<0. 024 98, 所 


以 节点 h 最 大 不 能 超过 0.024 98 。 
因 |R(x)| 志 一 max 1 一 0.4)0 一 0.8)1 王 0.004 1 过 0. 005. 而 且 f(z) 的 近似 值 的 第 


去 ,max 
一 位 非 零 数字 在 小 数 点 后 第 -一 位 , 故 能 保证 x 有 二 位 有 效 数 字 。 
(1) f (0.8, 1.25)216. 45; 

(2) f (0.8, 1.25)~16. 63; 

(3) f (0.8, 1.25)216. 873 75, 


H, (x) =1+z 一 zz 一 ]) 十 坟 (z 一 DJ)2z(r 一 2) 。 


(5) 
fn- HD- rr Dr 2) .EE (min(r.0), max(r.2)), 
Hs =f Cr) + fren lr) tf A TTo) (Xx), 


其 中 rr ,zi 王女 2 一 帮 zo)， 


TXo 


f(r)— Hr )= Fr) Cr) bE CminCrs oa) ,max zs71)), 


Ha3(x)=1—0.619 533 333z 十 Z(z 一 1.5)(0. 107 585 184z 一 0.413 022 222) ; 
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20, 


21. 


22. 


23. 


24. 


25, 


26. 


27. 
28. 


29. 
30， 


31. 


32. 


33， 
34. 


max [fir)— Hz) | max |x:(x—1.5)|=0.013 183 593 。 


OIEl.5 4 1 ocrel.s 
用 半截 单项 式 定 义 证 明 。 
ml,， X00 
只 须 证 明 (x*) 人 ?了 二 m!l x ,TE (一 00,00), 以 及 (x )'"” 一 。 
0， Tz 二 0 
(1) 是 ,sz) 二 一 Xx 一 37X :一 XZ 十 2 十 2Xx5 ,一 1 太 XT 信 1， 
(2) 不 是 。 
用 三 次 样 条 函数 的 定义 验证 。s(x)= 二 1 一 十 (Xx 一 1)3 一 2(z 一 2)3 0 委 雪 3。 


0， XO 


二 x3， 0<x<.0.5 


一 4x' 十 8z? 一 4x 十 与 ， 0. 5<<vx 委 1 


4z 一 16z2 十 20z 一 抒 ， 1 < 过 Xl1.5 


一 合十 8z* 一 16z 十 字 ， 1. 5<zx<<2 


四 X22 
内 节点 有 :zi 二 0 ,7X 二 0., D ,Ta 一 ],，Z 一 上 Db ,Xs 一 2。 
《图形 栈 ) 


357 
270 


392 
45 
AM = 一 3.6， M=1.2, M,=4.8, NM: 一 一 2.4; 
一 0.6(2 一 类 十 0.2(z 一 1 入 十 8.6(2 一 Z) 十 5.8(z 一 1)， 1 声 x 志 2 
SCz) 一 40.2(3 一 Z) 十 0.8(Cz 一 2 六 十 5.8(3 一 Z) 十 4.2(z 一 2)， 2<<z 委 3 
0.8(4 一 Z) 一 0.4(x 一 3)° 十 4.2(4 一 x) 十 7. 4(Xx 一 3)， 3<<7z< 委 4 
co 一 1.5， Cj 一 一 0.5， cr 一 0.5， cc 一 一 0.5。 
co 一 1.187 5， cl 一 0.044 194 十 0. 150 8881; 
cz 一 一 0.062 5(1—i)， cs 一 一 0.044 194 十 0.025 8881; 
c4 一 一 0.062 5， cs: 一 一 0.044 194 一 0. 025 8881; 
ci 一 一 0.062 5(1l 十 i) ， cr 一 0.044 194 一 0. 150 8881。 
只 须 证 明 mr Cz) ,g(x),… ,gp,(Xz) 在 区 间 [a, 5J 上 线性 无 关 。 利 用 线性 无 关 的 定义 证 明 。 
利用 正 交 多 项 式 的 性 质 1 和 性 质 2 证明 。 


在 式 (5.73) 中 ,利用 gi(z) 一 二 gs(z)(k=0,1,…) 即 可 推出 所 要 的 递 推 公式 


Qs Cz 十) 十 节 Qs (7) 十 50s (zx 一 1) 十 


S(T)= 270 


Qs (z 一 2) 十 全 QiCz 一 3) 十 30 (4), 0 过 x 过 3， 


2 6 
PolX)El, 9 ZI) 一 一 本， gs(z) 一 必 一 研 zx 十。 


令 + 二 cos9, 再 利用 三 角 恒 等 式 证 明 。 
p(x)=0.1]17 187 499 十 1.640 625x’—0.820 312 499x:， 一] 之 x 壕 1。 
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35， 可 选 Legendre 多 项 式 为 基 旺 数 , 即 五;= Span{(Lo(CZz),LICz),Lz: Cr) Las(CZ))。 


36. 
37,. a 
38. 


39. 


40. 


41. 
42. 


43. 


44. rc 


45. 
46， 


1. 


所 求 的 三 次 最 佳 平方 逼近 多 项 式 为 


_ 105 
ps (TX) 一 过 zx 十 (去 一 


ne 


(Sr 3z)， 一 1 过 zx 过 1 
pzZ) 一 1.5 己 一 0.6z 十 0.05， 0ZZzEl, 


-区 人- 区， 生息 0 其， 一 四 (一 区) 


区 区 7 


利用 内 积 性 质 以 及 最 佳 平方 允 近 的 充分 必要 条 件 证 明 。 
Ts (z) LD +T|- 


3° + 5° 7° 


xr 4/76 ,1736 。 2016 
~ (TO57 2 205” 1 225™ 


arccos xc 二 了 (x) 一 IT (Z) 十 
2 Tt 


2 
s(xX)=0.162 022 229021(37X) 十 0. 599 715 9540Q1(3X 一 1) 十 
0. 817 171 1940 (3zx 一 2) 十 1. 004 203 4610 (437 一 3) 一 


7 7), -1l<r<l, 


1. 313 081 175z 十 0. 162 022 229， 0 委 Z 委 本 
1 2 
0. 652 365 727 十 0.382 260 714， TE 


0.561 096 801x 二 0.443 106 66， <r<l 


y 一 0. 972 58 十 0.050 035 1x?。 
(1) y(z) 一 2.007 143 十 2. 251 429>x， 


7 
一 > Ly. 一 y(Czi) |] 一 0.000514 3; 


i 二 1 


(2) y(Cz) = 1.997 619 十 2.251 429z 十 0.038 095x ， 


了 
1 = > [yy 一 y(z) = 0.000 038 07; 


i=1 


(3) y(x) = 1.997 619 十 2.243 651x 二 0.038 095z 十 0.017 778x’， 


?7 
1 = > [yy(x)] = 0.000 021 43。 


i=1] 


lI >I1, > 1,., 


s 二 ct 两 边 取 对 数 得 lns =jnc 十 hlnt , 令 y= 二 lIns,a 二 lnc, X= 二 Int, 把 原 公 式 化 为 y= 


Az, 再 利用 最 小 二 乘法 确定 a 和 4 ,最 后 得 :一 4.393 6 上 ” 。 
=- 工 (6+3vVi，c=0，w= 寺 (一 6+3VD。 


pxX)El, PCz) 一 xz 一 5.5， 和 (CCz) 一 妇 一 11z 十 22。 


p (xr,y) = 9.824 2 十 5.036 9z 一 0.839 98zx:—1.669 2y:+ 0.143 03z 汉 一 0.748 78z 


合 精度 co 二 41. 007( 误 差 平 方 和 )。 
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(1) 一 次 ; (2) 三 次 。 


247 


Qa 十 


y , 拟 
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2. 和 一 一 写 ho 一 一 人 A, 有 三 次 代数 精度 ，。 


3. Xo 二 一 一 ,XTX 二 次 度 。 
却 却 ,有 三 次 代数 精 


4. | fndr ~ aL f(b) + (6 ~ 2)f(0) + fh)]. 
截断 误差 尺 一 | Or ~ he)dr,t € (一 1,1) 且 依 赖 于 
当 h 二 V0.6 时 , 求 积 公 式 达 到 的 最 高 代数 精度 为 五 次 。 

5. 只 须 证 明 在 所 给 条 件 下 求 积 公式 (6. 1) 中 的 求 积 系数 为 一 | 4(z)dz (一 01 ， 
其 中 ACz)GR=0,1 2) 是 以 求 积 节点 xo ,x1，…,X, 为 插值 节点 的 Lagrange 插值 基 郴 
数 。 为 此 ,利用 所 给 求 积 公式 计算 积分 | 4 Cz)dz (i = 0,1,…,n) 的 值 即 可 证 明 ， 

6. (1) 设 f(x) 在 区 间 [a,6]J 上 有 一 阶 连续 导数 ,在 区 间 [a,z]J 上 对 /(z) 使 用 Lagrange 中 值 定 
理 即 可 推出 求 积 公 式 的 截断 误差 为 R 一 大 22(6 一 a)? ,39E (a,5)。 求 积 公式 只 有 零 次 代数 
精度 。 

(2) 设 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 二 阶 连 续 导数 ,利用 /(x) 在 点 zm 一 “2 处 展开 的 一 阶 


Taylor 公 式 即 可 推出 求 积 公式 的 截断 误差 为 R 一 三 (了 (5 一 a),yE (a,6)。 求 积 公式 具有 
一 次 代数 精度 。 
7， 求 积 会 \ 式 为 | f(z)dr ~ ThLf(O0) + 3f(2h)], 
把 f(x) 和 f(24) 在 x, 二 0 处 分 别 展 成 Taylor 级 数 即 可 证 明 求 积 公式 的 截断 误差 为 
R=Sh'f”(0) +OC) 


8. 用 nn 二 6 的 复 化 梯形 公式 计算 ， 得 | 过 工 erdzx0.171 945 73, | Ri | 之 0.004 26 ,所 得 近 
似 值 至 少 有 二 位 有 效 数字 。 
用 m= 二 3 的 复 化 Simpson 公式 计算 ,得 | Tedzr ~ 0.170 505 777, | Rs |< 0.000 102 5， 
所 得 近似 值 至 少 有 三 位 有 效 数 字 。 


9. 先 判 断 该 积分 值 的 第 一 位 非 零 数字 在 哪个 数位 上 ,然后 的 人 对 训 关 限 ,最 
后 利用 复 化 梯形 公式 的 截断 误差 确定 n 的 值 。 结 果 为 n 至 少 取 5 


各 化 术 形 人 区 (6. 12) 的 有 江 纺 检 证明 可 是 和 十 1 个 节点 的 复 化 
Simpson 值 [对 照 公式 (6. 14) 的 右 端 ]。 
11. | .edz x T, = 0.746 809 1, 


1 . 
12, | er dr a T® — 0.746 824 1. 
心 
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13， 利用 定理 6. 1 即 可 说 明 其 理由 。 
14. (1) 不 属于 ; (2) 属于 ; (3) 属于 。 
15. (1) 1.568 627 451; (2)0 .746 824 466; (3) 0. 170 482 60 。 
16. (1) 0. 899 280 217 
(2) 把 e-* 写成 e-*er-* ,结果 为 0. 847 678 834; 


| 
(3 ) 护卫 运 


17. (1) 2.125 769 76; (2) 1.380 390 076 。 
18. (1) 2. 052 344 305; 
(2) az:3.977 462 634， als1.775 494 647， as0.426 393 23, 
19. (1) 使 用 6.7.1 小 节 所 讲 的 方法 解 题 ,结果 是 
zl 一 0. 112 008 806, xz;=0.602 276 908 
A, 一 0.718 539 318， A,=0.28]1 460 82 
(2) 使 用 6.7.1 小 节 所 讲 的 方法 解 题 , 结 果 是 
zi 一 0.115 587 1 ， zi =0.741 555 747 
Al=1.304 290 305， 4A, 一 0.695 709 695 
20. 只 须 验证 三 个 求 积 节点 是 三 次 Hermite 正 交 多 项 式 的 三 个 零点 ,并 且 三 个 求 积 系数 符合 
相应 的 求 积 系数 计算 公式 。 
21. 若 用 ”= 一 3 的 Gauss - Legendre 求 积 公式 计算 , 则 结果 为 0.632 591 389 。 
22. 积分 约 等 于 18.6。 
23. 积分 约 等 于 7. 167 176 973 。 


写成 e “了 7, 结果 为 1. 376 569 829, 


和 


第 7 章 


0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
1 0.9 0.828 0.7760016 0.7390638 0.7140048 


2. 求解 结果 以 及 与 精确 解 的 比较 ; [其 中 e, = 二 y(t,) 一 yj] 


2 1.656 192 1.410 960 1. 246 435 1.147 987 


| 0 0.056 192 0. 090 960 0.110 435 0. 119 187 
tn 
Mn 


3. 求解 结 采 : 


Tv 
CC 
| 
FRI 


1.909 091 1.842 644 1.788 803 1.744 057 1.706 119 
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4. 求解 结果 以 及 与 精确 解 比较 : 


2. 956 333 3.5954 473 4. 232 603 4. 990 726 


2.438 178 


2. 398 481 2.797 379 3. 196 542 3. 595 888 


2. 190 890 2.590 773 2. 990 699 3, 390 650 3.790 615 


0.001 822 0.003 667 0.005 527 0.007 397 0.009 274 


1.656 2 1.410 973 1.246 450 1.148 004 
一 1.450 2 一 1.010973 一 0.6046 450 5 
一 1].21058 一 0.8098755 一 0.481 805 4 
一 1.73 一 1].235 142 一 0.829 985 3 一 0.498 269 9 
一 1.454 一 1.009 172 —0.644 9758 一 0.346 796 5 


1.656 192 1.410 960 1.246 435 1].147 987 


—8XxX107° —13X107° —15X107° 一 17X 义 10 一 


6. 只 须 验 证 它 是 二 级 二 阶 Runge -Kutta 方法 。 
7. 《1) 不 相 容 ; 《2) 不 相 容 。 
8. 利用 定理 7. 3 可 证 明 题 目的 结论 ,关键 是 证 明 改 进 的 Euler 法 的 增 量 函数 在 区 域 
= {(t,y,h) | ba 和 上 上 委 T 了 yy|<c0 系 二 ]) 
内 连续 且 对 变量 y 和 h 都 满足 Lipschitz 条 件 。 
4 


9. (1)0=h=0.4; (2) 0<=h<=O—o———。 
3 V3 


10. 0<h< min (t+ 二 )=2. 


QE2 


11. 把 四 阶 R~K 方法 (7. 27) 用 于 求解 模型 方程 y =Ay 的 初 值 问题 即 可 推出 该 方法 的 绝对 稳 
定 区 域 。 
12. 求解 初 值 问题 (7. 68) 时 ,0 二 Ah 二 0. 556; 求 解 初 值 问 题 (7. 69) 时 ,0 二 hh 二 1. 07。 


13, QA 1,8=2 ,局 部 截断 误差 R(t,+1) = Bh CL 1 ) 十 OC’)， 是 二 阶 方法 。 
14. .yn 十 3 十 18y+s 一 9y+l 机 10y, =h(3f, 十 18 f+ 十 9f,;2 ) by 
局 部 截断 误差 RC465) 一 36hy (4,) 十 OCh') ,是 五 阶 方法 ， 


27 h 
l9. yn+3 (Yn+2 — Ynt1) 一 yx = TC3fnt2/ fu 十 27 fn+z 十 3fn+3)， 


局 部 截断 误差 RG,.，) 二 一 了 255h y(t) 十 OCh*) ,是 六 阶 方 法 。 
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16. .yn 十 3 — (18y. 一 9yn+ 十 2y; ) =hf, ,局 部 截断 误差 KR(t,,s ) 一 —35h yy (#,) + OC ) 0 


17. 利用 相 容 性 条 件 和 定理 7.4 证 明 。 
18， 利用 定理 7.4 证 明 。 
19. (1) 不 相 容 ,也 不 满足 根 条 件 ; 〈2) 相 容 ,但 不 满足 根 条 件 ; 〈3) 相 容 , 也 满足 根 条 件 。 
20. eo 一 cl1137" 十 cai27" 十 caz72” 72E10,1,……) (ccilycz 是 任意 常数 ) 。 
< 
(2) 由 py 一 x 十 iy 复 平 面 上 的 闭 曲线 
Z(O) 一 (一 10 十 15cosb 一 6cos20 二 cos30) /112(1 十 sin20) | 
人 
所 围 成 的 有 界 开 区 域 。 


24 


22. (一 18<w<0 及 /一 五: (2) 无 绝对 稳定 区 间 ; (3) Ap<<0 ,AD6。 


21. (1) pj 十 三 


O00L27n 


( yo ,Zo )' 二 (1， 2)7 
| nh 二 vy, 一 ”| 


,| 的 
h 
| 序 )h 十 ys 十 马 kn 一 (= 十 元 ) 
| (n+ 误 (> 十 多 ) (z+ ) 
h 
23, | 序 儿 十 十 到 2 二 (二 十 元 ) 
1 


(> 十 全 ) (= 二 二 ko) 


[= ot Cap st (2 Wd 
KR24 (nt 1)h(y, hk ) (CZ, 十 hk,s ) 


= | | 
之 n 十 1] 之 ks1 十 2R2s 十 2R2s 十 ki 


再 


(= | 冤 | 一 1 


(yoyzo) 一 (1,17)1 
人 1 I 70) 同 阶 的 单 步 法 计算 


Yn+2 一 yy 十字 和 (十 3 ) 
got2 =zs 十 对 [一 200Cynti 十 3y,) 一 20(zi4: 十 32,)] 


(n=0,1,…,[ 妇 |-2) 


绝对 稳定 性 对 步 长 h 的 限制 为 0<h 二 声 。 
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求解 结果 为 (1,,y,) (n=0,1,…,| 闫 |) ,其 中 1, =nh, 


25. 求解 结果 ， 
0 0.4 0.8 1. 2 1.6 2.0 


1 0.933 179 9 0.739 041 3 0.438 788 6 0.072 059 33 ”一 0.305 876 6 


26. 备用 改进 的 Euler 法 求解 , 则 对 步 长 h 的 限制 为 0<<h<<0. 335。 
耕 用 二 6 的 Gear 方法 求解 , 则 由 于 本 题 对 任何 hh 二 0 都 有 一 18"47 <180° 一 arg(h4) 一 
“18°47’ ,因而 对 步 长 A>0 无 限制 。 
(Xos yo 20) = 0,1,2)7 


kl 一 了 nh — cosnhl] Tr 0 
k,) > 0 —2 sinnh Vn 十 nh 
31 0 sinnh —2 四 一 ?7 大: 
1 ]l h 
2 (n+ 去 )n 一 cos(z 十 元) Tr Fk 0 
12 +. ] ; 
1 h 到 
27. Rk,; -一 0 —2 sin (n 十 友 jh Yr kz 十 (7 2 ) 
, | 一 (z 十 去 ) 天 
0 sin(n 十 也 一 2 zn | ka 2 
六 n+ Tn AR2i 
nl 一 | yn 十 hh R22 


绝对 稳定 性 对 步 长 h 的 限制 为 0<h< 忆 。 


28. 0<h< 过 1。 
29, 刚性 比 xr 二 20, 绝对 稳定 性 对 步 长 4 的 限制 为 0 二 h 二 0. 139。 
30. 至 少 要 计算 3. 5Xx10s 步 。 


1. 利用 Taylor 级 数 证 明 。 
2. 求解 结果 : 


一 3. 50 

一 4. 50 

一 3. 50 一 2.75 
0 
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3, 正则 内 节点 、 非 正则 内 节点 和 边界 点 如 下 图 所 示 。 


1 一 tto.i i —— p(B) 
l 一 1 1 U1.1 pf — 9p(h,0) 
1 一 4 0 ] Ui.2 六 fi — (0,2h)— oh ,3h) 
1 0 一 4 1 0 1 U2.1 hf — 9p(2h ,0) 
] —4 1 0 1 liu:|l_ a ， 
| 0 -2 100 
六 十 他 ML2 .3 二 一 了) 
一 0 0 1 0||w, i — PC) 
6, h 
a RD) 
4. 求解 结果 


0.878 1 0,. 432 5 0.2147 
1.080 0 0.734 8 0. 426 4 
1 0.707 1 


5. 当 9 了 一 过 时 ,该 差分 格式 对 变量 : 是 一 阶 精度 的 ,对 变量 x 是 二 阶 精 度 的 。 当 9= 一 方 时 ， 


六 差分 格式 对 变量 t 和 对 变量 x 都 是 二 阶 精度 的 。( 利 用 Taylor 级 数 判别 ) 
6. (1) 求解 结果 : 


0 0,.542 22 0.853 33 0.85333 0.542 22 


0.586 67 0.906 67 0.906 87 0,586 67 
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(2) 求解 结 采 : 


一 1.540 7 一 1.848 9 2.693 3 2. 693 3 一 1.848 9 一 1.540 7 


1.173 3 0.977 78 


1. 173 3 0. 0. 16 


0.977 78 


0.533 33 0. 64 0. 64 0.533 33 


0,078 674 686 


0. 153 802 328 


0. 300 670 484 


0.587 785 252 


0. 127 298 317 


0.248 857 395 


0. 486 495 065 


0,. 951 056 516 


0. 127 298 317 


0.248 857 395 


0. 486 495 065 


0.951 056 516 


0.078 674 687 
0. 153 802 329 
0.300 670 486 


0.587 785 252 


8. 齐 次 边界 条 件 就 是 Uo; 二 Unj 一 0,7 之 0。 用 数学 归纳 法 证 明 。 
9. 无 条 件 稳 定 。 


10. 


11. 


1z. 


13. 
14. 


15. 


无 条 件 稳定 。 
(1) 差分 格式 是 Ue,jtl 二 wj-1 一 Qar《(us-1, 一 ti) 其 中 r= 六 。 截断 误差 为 Ol 二 hi )， 


是 二 阶 精度 的 。 差 分 格式 的 稳定 性 条 件 为 7 三 一 。 


al 
(2) 差分 格式 是 一 arus_1,;+1 十 (1 十 ar) ur.j+i Hk ;其 中 r 一 大。 截断 误差 为 O(Czr 十 六 ) ,是 


一 阶 精 度 的 。 当 a 二 0 时 差分 格式 是 无 条 件 稳定 的 ; 当 a 二 0 时 差分 格式 的 稳定 性 条 件 是 


,sl 


[al 
up 一 一 1.132 120 559， 
us 一 一 0.875， to 二 一 和 .497 031 “59， 
up 一 8.4， up, =19.44, wy, 一 38.832。 
用 类 似 于 推导 差分 方程 (8.72) 的 方法 推导 ,有 关 的 图 形 见 下 图 ,只 须 注 意 


Up, 一 一 .811 156 598, tp 二 一 4.553 649 976; 
Us, 一 一 .834 091 187, 


xD Uc 
Uo 一 uD 十 一 一 一 一 一 《Xo 一 Xl) 
CEI 一 \ 之 天 


To 一 和 十 | CQ | = 一 ar 
求解 结果 (w 值 只 取 三 位 有 效 数 字 ): 


0.097 2 


0.074 9 
0.070 0 


0.064 0 


习题 答案 与 提示 


0.092 6 
0.094 9 
0. 096 0 


0.096 0 


0.0746 
0.082 9 
0.090 0 


0.090 0 
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16. 计算 格式 为 
0.5 一 0.5 0.5 0.5 


Uk jt1 LU 1 

| | oe 0 25 Le | 02 0. 25 
[k 二 0, 士 1,…, 土 (4 一 门 ; j= 二 0,1,2] 

Ww | 加 2k(0. 2k—1) 

U4,0 


0 
所 用 的 网 格 如 下 图 所 示 。 


《1) 
上 
(2) 
tk 十 1 


| (& 一 0, 士 1, 士 2, 士 3, 士 4, 士 5) 


a 
| 


上 


17. 用 差分 方程 (8.72) 求 解 的 计算 格式 为 
[os] a] 
Ukj+1 0.5 0.5JLu’ 一 0.5 0.5JLz2i 
[RE 一 0,1,2, 一 1, 一 2, ,一 (4 一 疙 ;7 一 0,1,2] 
= 
(2) 


WE,0 0 


用 差分 方程 (8. 73) 求 解 的 计算 格式 为 


| (k=0,1,2,—1,—2,—3,—4,—5) 
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ee ee 

[&£=—1,—2,0,1,2,.: 
[= 2k(0. 2k— 1) 
18. 六 初 信 同 题 化 为 阶 双 前 邓 方 程 组 初 值 问题 


90 Im 


Wk.0 


OO(z,0) 一 (0,2 过 ) 上， 
o 0 一 1 (1) du 2) 
其 中 o=-| |a=| 区 
[使 用 格式 (8. 79)] 


四 | 0.5 0.5 [fe 
wD 一 0.25 一 0.25JLwt2 


[有 一 0, 士 1, 士 2,…， 
(wl yo 加 一 (0,0.4R) 
w 的 计算 结果 见 下 表 。 


一 0.468 757] FF —0.075™] Fo0.318 75 
0. 268 75 0.275 | | 0.281 25 
一 1.025 一 0.65 一 0.275 0.1 
0， os | | 0.25 | 0. 275 0. ,| 


od od Los) Lo 


| [od 


根据 式 (8. 85) ,可 得 
二 1 十 (0.2k)? 十 0.05 (ow 
由 此 可 得 本 题 的 数值 解 为 


1.001 562 5 


Cut ;+2 1 ) 


0. 968 75 
1.057 5 0. 986 25 0. 995 


1. 125 1.02 0. 995 


一 CO 过 工 磅 O00 


1.015 937 5 . 


,oe 
0. 5 0.5 Ur.; 
,(4—]); j= 二 0,1,2] 


| (k= 0 ， 一 ,一 2,1,2,3,4,5) 
0<=1<0. 3, 一 CO 之 XT 之 00 


一 到。 求解 初 值 问题 (1) 的 计算 格式 为 


] 0 0. 3] 
十 

0. 25 0., D Wh 1 
(kk 一 0. 十 1 ,十 2, 十 3, 十 4, 十 5) 


OQ.712 5 1. 108 25 
0.287 5 0. 297 35 


0.475 0.85 1. 225 
0. 0 | 国 | |。 7 | 
0.5 0.8 . 
0.5 0.6 . 


四 有 用 本 四 


(R 一 ] ,十 1， 士 2; 7 一 1.2,3) 


1.143 125 1. 350 312 5 


1.083 75 1.252 5 


1. 05 1.185 . 


1.04 1.16 


